Le modele linéaire mixte : L2M

. ou “modele linéaire a effets aléatoires’, “modele a composantes de
la variance” .

> Ecriture du modele

K
Y =XB84+2ZU+¢e¢ = XB+ ) ZUp+e
k=1

e c ~ N,n(0,R=0pVp), Vp est une matrice connue.

o U ~ Ny (0,0,G.) pour tout k=1,..., K, les Gj sont des matrices
connues.

Ui,Up, ..., U, sont k effets aléatoires non observés, ils sont indépen-
dants entre eux et indépendants de e.

U~ NpRa(0,Gp) ol q = Zé(:l dk



> Propriétés du modele (1)

e conditionnellement aux effets aléatoires

X3+ ZU
R = 0pVp

E(Y|U)
Var(Y|U)

e Mmarginalement

E(Y)
Var(Y)

Xp
Mo =R+ ZGoZ' = 2K 6,V

ou Vk ZkaZ

les 0. (€ lR+) sont appelés composantes de |la variance.



> Propriétés du modele (2)

o Y|U ~ Ny (XB+ ZU, R)

oY ~ Ny (XB,y)

(1) () (627 )

o UIY ~ Ny (GoZ'Ty My — XB), Gy — GoZ'T 5 1 ZGy)



> Interprétation du modele

e décomposition des erreurs du modele

on extrait des erreurs une part de variabilité des données que l'on
modélise comme provenant d’'un effet aléatoire identifié

e décomposition de la partie explicative du modele

on ajoute aux effets fixes des effets aléatoires que I'on n'observe pas
directement et dont les niveaux réalisés au sein des données ne sont
considérés que comme des tirages aléatoires d'une famille de valeurs

= intégration de plusieurs sources d’'aléa et précision sur la structure
de dépendance des données



> Exemple : Suivi de croissance de pommiers

On mesure pendant 4 années consécutives la taille de la pousse annuelle
de pommiers issus de 2 variétés différentes et soumis a 4 conditions
différentes de croissance. Pour chaque condition, 10 arbres de chaque
variété ont été mesurés.

Dans cette situation :

e varieté et condition d’expérience sont 2 facteurs a effet fixe pour
lesquels il nous intéresse de mesurer |'effet de chacun de leur niveau.
Question : est-ce qu'une variété a une pousse plus rapide qu’'une
autre ? est-ce que telle condition expérimentale entraine une pousse
plus importante 7

e Sur chaque arbre, on répéete |I'observation 4 fois, ces 4 données vont
étre soumises a un effet propre a l'arbre, qui les rend dépendantes
entre elles mais dont la mesure ne nous intéresse pas spécifiqguement.
Le niveau de chaque arbre est introduit dans le modele comme une
réalisation aléatoire extraite parmi tous les effets d’'arbre possibles.
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> Effet fixe | Effet aléatoire

Y= Xp o+ U+

partie effets fixes partie effets aléatoires

Effet fixe Effet aléatoire

e Nnombre “fini et réduit” de e Nnombre “infini ou trés impor-
niveaux possibles tant” de niveaux possibles

e intérét dans chaque niveau du e intérét dans la variabilité de ces

facteur niveaux



> Systeme direct des équations ML

Rappel : 1(8,0) = —Yin2r) =L In(|Fg]) — 3(v — XB)' Tyt (y — XB)

En dérivant par rapport a 8 et par rapport a chaque Oj composante de
la variance, on obtient le systeéme :

{ X'Tolxp = X'T ity
tr(Fp~1Vj) Y PgViPpy  j=0,..,K

= systéme d’'équations non linéaires en 6 (avec contrainte) dont la
résolution directe n'est pas aisée.

Résolution itérative du systeéme équivalent :
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X'To X ST X'ty
0

(tr(re_lvjre_lvk) )j,k:O,...,K 95 = (?/Pevjpey>
K

7\

i=0,...K

\

= inversion de [y reste difficile



> Equations de Henderson

Origine : dans ses travaux en sélection animale dans les années 60,
intérét particulier pour la prédiction de U

Objectif double :
e prédiction BLUP (Best Linear Unbiased Predictor) de U
e estimation BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) de

= estimation des composantes de la variance comme sous-produit

Outil : la vraisemblance *“jointe”

(B,U;y,U) = —YFn(2r) — Lin(|R]) — L In(|Gyl)
~L{(y— XB - ZUYR™M(y — XB — ZU) + U'G, U}



Par maximisation en g et U, on obtient le systeme :
X'R71X X'R717 B\ [ X'R 1y
Z/R—].X Z/R_]'Z‘l‘Ge_l U — Z/R—ly ’

appelées équations du modéle mixte
= nécessitent I'inversion de R et Gy (souvent diagonales) et du systeme
de taille p 4 gq.

Ce systeme est équivalent a :

X'Tylx g
U

X'ty
GoZ'Tyt (y—XB) = E(Uy) .

Remarque : sans la présence de Ge_l, estimation du modele a effet fixe
pour U.



> Estimation des composantes de la variance

Harville en 77 propose d'utiliser les solutions du systeme de Henderson

pour construire les estimateurs ML ou REML de 6 dans un schéma
itératif :

I(m) ~—1 77(m)
gm+1y _ Y TG Y
7 tr(c;™)
ML v
J
gt - xptm) — zutmy vt (y — xptm) — zu(m)
tr(a;torim)y
N — Z?:l(qj - ‘;(m)‘” )
J

ou C*:inverse de la matrice formée par les g derniéres lignes et

colonnes de |la matrice des coefficients du systeme de Hen-
derson

C;‘j . j8Me sous matrice de C*, correspondant au j®Me effet aléatoire.
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REML

i I(m) ~—1 r(m)
gmt1y _ Y G
7 tr(c{"™)
g —
J ng) (1)
J
(m+1) _ (y—xpm) — zumy vt (y — xtm) — Zzulm))
% - tr(G;1c;))
N —rang(X) — Zle(qj - sz) )
u J

ou (' :est la matrice formée des ¢ dernieres lignes et colonnes
de l'inverse de la matrice des coefficients du systeme de
Henderson

Cj; 1 j®™€ sous matrice de C, correspondant au j*™¢ effet aléatoire.
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> Algorithme EM

e données observeées . y
données manquantes : u
données complétes : =z = (v, u")’

e ONn cherche des statistiques exhaustives, fonction des données complétes
t(x) qui permettent de réaliser I'estimation des parameétres inconnus

v = (5,0)

e algorithme : a chaque itération [¢{] pour une valeur courante des
parametres 7[’5], Il se décompose en 2 étapes :

- étape E : calculer I'espérance conditionnelle de t(xz) sachant les
données observées y et la valeur ~[tl.

- étape M : maximiser la vraisemblance des données compléetes en
remplacant les statistigues exhaustives par |I'espérance conditionnelle
et obtenir ainsi yltt1l,
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e Statistiques exhaustives
si les U, étaient observées, vraisemblance complétée

1(8,6;y,u) = —F2n(27) —LIn(R]) — L In(|Gy))
~L{(y— XB - ZUYR "y — X8 — ZU) + U'Gy U}

— —w In(27) — % In(|R|) — %2521 |n(9;Zk|Gk|)
~LHy—XB—ZUYR Ny~ X8~ 2U) + LK, 0, U}G; U}

les estimations des parametres seraient obtenues par :
3 — — —1
B=(X'Vog ' X)XV (v — 2K, .Uy

_1
kL —

di 1
fo = (y— XB—-ZU)Vy (y— XB—ZU)

N

les statistiques exhaustives sont : U,QG,;lUk, y—Zle Z.Up et (y—XpB—
ZU)Vy tHy — X8 — ZU)
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e Espérances conditionnelles a posteriori :

BEULG;, tULly) = 02(y — XB)' T M Vil oty — XB) + @iy — 02tr(My 1 14)

E(y — X5 ZUkly) = X6+ 0oVoly H(y — XB)

E((y— XB— ZU)V5 iy — X8 — ZU)|y)
= 03(y — XB)' T, Vol ;1 (y — XB) + 0N — 03tr (M, 1Vp)
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D’ou l'algorithme EM pour ML

Qk:@][gt_i_l] _ 2[t]( — xslthr— elt] ](y xBUY + g, g[t] _ 92[t]tr(|_9[t] )
S xpH) = (X' X)LV sl + ogvor s d (v — X))
N(9[0t+1] — Qg[t] (y _ Xﬁ[t])/ Q[t] VO ol (y Xﬁ[t]) _|_ Q[t]N 90 [t]tr(rg[t] VO)

\

Remarque : la 17¢ partie de I'algorithme peut aussi s’'écrire :
t+1 2[t t t
{aoi ™ = Wy PviPyuy + at) - 67 ]”('_g[t] k)

et en remplacant I' ., par Py,; on obtient I'algorithme EM pour REML.

e[t]
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Vers les GL2M ...
ou “modele linéaire généralisé mixte”

e |Oi autre que la loi gaussienne dans la famille exponentielle
hypothéese posée sur |la loi conditionnelle de Y sachant U

e prédicteur linéaire : n= Xp+ ZU

e E(Y|U)=yg *(n)
Var(Y|U) est fonction de I'espérance conditionnelle

= Probleme : loi marginale de Y 777
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