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Le modele linéaire gaussien a structure de covariance
paramétrée et séparable (510)

Définition Y = X3 4 ¢, avec X de dimension n X p

e ~ Nppv(0,Tg) avec 6 parametre inconnu de IR™.

La vraisemblance

f(B,0;y) =

_ 1 ) ——
oyl el =S - XB) Ty (- XB))

et
[(B,0) = —2109(f(B,0;y))

Cas particulier : le modele linéaire élémentaire. Repose sur I'hy-
pothése d’erreur gaussienne et de structure de covariance a?l‘ avec
[ connue. Le cas le plus répandu étant I = Id,,.



Le maximum de vraisemblance dans un modele linéaire géneéral

Estimateur du maximum de vraisemblance : ML

Barr, = arg min((y - XB) Tyt (y—XB))

Onrz = argmin((y — XB)'T " (y — XB) + log(|g)))

Fonction score

. ol(3,0
Ug(Opir) = %) -
—VYML
= 2X'T,; y—XB) |4y, (1)

donc Brvr = (X'T=Y X)-1x/r=1 4.
Bur = (X'T5  X) Gur Y
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o Py=T,1(1d — X(X'T;1x)~1x'T; 1),

o u'Ap° 0 9A9u = est le vecteur de composantes [u/Ag%ejAg uli=1,. K
o resp. tr(Ap9 ) = [tr(AearQ)]y 1,

or,? log (| _10r
rappel : - = -y 1‘9'_9I‘9 et 9 O%glj o) = tr(r; 190 0)




Estimation du parametre de dispersion ¢2 : cas [y = ¢2Id

_ 1 R
02 =—"||Y — X(||° est un estimateur sans biais de o2 .
n—p

I — X3]1%2 =y - X((x X)Xy
= ||[Id — X(XX)"UX]Y|2 = |MY|? =tYIMMY

Or M projecteur orthogonal sur X+ donc : tM = M:M.M = M et
MX = 0.

Donc

1Y — XB||° =Y MY =8 XB+ e)M(X3+¢€) = leMe.

D'apres le lemme :

E(|]Y — X3||?) = E(feMe) = o°traceM = g?(n—p) e



Estimation dans la cas Var(e) = o2I"

e [ est une matrice symétrique, définie positive donc diagonalisable
et a valeurs propres > 0.

r=!'UAU avec 'UU = Id

Posons VA la matrice diagonale des racines carrés des valeurs pro-
pres de [ et le changement de variable Z = HY avec H = VATLU
alors : Var(Z) = ¢2Id et on appliqgue au modele Z = HXB + €. les
résultats précédents.



Interprétation géomeétrique ; propriété de W. Kruskal 1968

B=XT1X)IXxTly =(X'X)"'XY
0

I'espace X est invariant par I'opérateur ' (F'’X = X)

1 ~ 1 ~
~2
52 = ~||Y = XBuyrllf 1 = ZIIY — XBqll?
n n
0

les espaces X et X1 sont invariants par I'opérateur [



T héoreme de Kruskal, démonstration

Les deux estimateurs fjq et Br--1 sont identiques si et seulement si X
est invariant par la matrice [ .

By est définie par : <y— XPryg,z >1q=0, Vz € X;

Br-1 est définie par : <y — Xfr-1,2 >r-1=<y— XPr-1,l "1z >;q= 0.

De plus X invariant par la matrice I' (ou I inv.)
sfx=Xollx=xoerlrcx vzeax.

a) Biq = Br-1 =><y— XPBrq, T 1z >1q=0, donc T lzc X, vze X.

b) X est invariant par I (ou 1) alors la condition sur Br—l ;

<y—XPBr-1,T "1z >;4q= 0 se transforme en : <y — XBr_1,2 >;q= 0.

De par I'unicité fiq = Br-1.



Matrice d’'information :

Posons v = (3,0) et

02 log f(3,0;y)
Igo = Epge |— /
0vO0~y
alors
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D’autre part :

oUML 2 = -
0 =tr(l‘9_1(8 9_89915 0y
99" |;; 00,00, 06; © 06
il oy LT
— X /—1 0 o 012 Oyr—1¢,, _ x
(y — XB)'T (897;837- 96, 0 89j) 0 (y 3)
Donc
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Le maximum de vraisemblance restreint : REML

La vraisemblance restreinte : c’est la vraisemblance marginale apres
intégration sur g

1
(2m)(N=p)/2

_ _ _ 1
fre(;y) = Fol =/ 2IXTy 1|12 exp{—2y/ Py v}

et
lrp(0) = —2109(fre(0;v))

Estimateur maximun de vraisemblance restreinte

OrEnmr = arg m@in(y’Pg y +1og(|Mg|) + log(|X'T, 1 X|)
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Fonction score

et BrEML

UREML

est solution

Olrg(0)

00
o, 19y
— P—P trF
Ry, y y + tr( 50

IR 0Ty __
—tr((X'T,; 1 X) ?Xﬁ‘li§§r9¥X)
or are)

—y' Py=—Py y + tr(Py

Y (3)

de I'équation Ug(Orgnr) = O.
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Matrice d’information associée au vecteur y

Posons

TREML — . [ 02|0%J9“}§§,(9;y)

alors

2 90

TREML _ p 102z (0)
2 06000’

Un calcul similaire au cas précédent

oy oI
TREML _ Y P, Y

90, a@)]

tl’(Pg
2 1,9=1,....K

[1 QU REML
= E, .
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Remarque .

e En résumé :
0171 est donc solution de la minimisation du critere :
CritereML = 4/'Pyy + log(|ly|) ;

Ornparr €st solution de la minimisation du critere :
CritereREML = CritereML + log(| X', 1 X|)

et B = (X’I_eilX)_lX’I_eily.
e Remarquant que Ey(Pyy) = 0 et Pyl yPy = Py alors

ol g ol
Ey(y' PQ%PQ y) = tr(Fy 9)

La fonction score UJ¥ML est donc une statistique centrée con-
trairement a la fonction score Ué‘“.
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Criteres de choix de modeles. Les critéeres d'informations que |'on
cherche a minimiser sont construits sur la log-vraisemblance en B
et 02,; notée L(M). On désigne par ¢(M) le nombre de parametres
estimés dans le modele (¢(M) =p+ K).

AIC : Akaike Information Criterium

—2L(M) + 2 x g(M)

BIC : Bayesian Information Criterium

—2L(M) 4+ In(n) * g(M)
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