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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Le modèle de régression spline La séletion de modèles via une proédure de pénalisationLa régression spline
◮ On observe un veteur Gaussien Y = (Y1, . . . , Yn) ∈ R

n dont lesoordonnées véri�ent.Yi = s(xi ) + ǫi ave ǫ1 . . . , ǫn i.d.d. N (0, σ2), (1)ave s une fontion spline et (x1, . . . , xn), n points �xés.
◮ Fontions splines dé�nies par le degré d , le nombre k de n÷udsintérieurs et leur position r = (r1, . . . , rk )′.
◮ On utilise la base de B-splines {Bd1 (., r), . . . , Bdm(., r)}Yi =

m
∑l=1 βl Bdl (xi , r) + ǫi . (2)ave β = (β1, . . . , βm)′ le veteur des ÷�ients spline.

◮ À degré �xé, on assoie à haque séquene de n÷uds l'espaelinéaire Sm engendré par les veteurs {Bdj (x , r)}1≤j≤m de dimensionDm = m. On appelle Sm un modèle.Marie Denis CHOIX DU NOMBRE DE NOEUDS EN RÉGRESSION SPLINE PAR L'HEURISTIQUE DES PENTES
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Le modèle de régression spline La séletion de modèles via une proédure de pénalisationBUT : Séletionner le �bon� nombre de n÷uds k ⇐⇒ Problème dehoix de modèles parmis une olletion �nie de modèles
{Sm, m ∈ M}.

◮ Deux points de vue di�érents sur la séletion de modèles :1 Les proédures e�aes basées sur l'idée de l'estimation non biaiséedu risque, le but est de hoisir un modèle minimisant e risque →AIC, Cp de Mallows.2 Les proédures onsistantes qui supposent l'existene d'un vraimodèle de taille minimale, le but est de le trouver → BIC.
◮ ICI, on s'intéresse aux proédures e�aes et à la séletion demodèles via une proédure de pénalisation.
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Le modèle de régression spline La séletion de modèles via une proédure de pénalisation
◮ On onsidère le ritère des moindres arrés :

γn(t) =
1n n

∑i=1(yi − t(xi ))2 = ‖y − t‖2n,ave ‖.‖n la norme eulidienne normalisée sur R
n.

◮ {ŝm, m ∈ M} : estimateurs des moindres arrés assoiés à
{Sm, m ∈ M} : ŝm = arg mint∈Sm{γn(t)}.

◮ Soit l(s, t) = ‖s − t‖2n la fontion de perte assoiée.Marie Denis CHOIX DU NOMBRE DE NOEUDS EN RÉGRESSION SPLINE PAR L'HEURISTIQUE DES PENTES



Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Le modèle de régression spline La séletion de modèles via une proédure de pénalisation
◮ La qualité d'un estimateur (ou d'un modèle) est donnée par le risquequadratique orrespondant :

E[l(s, ŝm)] = l(s, sm) + E[l(sm, ŝm)]

= l(s, sm) + σ
2n Dmave sm la projetion de s sur Sm.

◮ Un modèle idéal est elui minimisant e risque :m∗ = infm∈M
E[l(s, ŝm)] = infm∈M

{l(s, sm) +
σ2n Dm},

◮ L'estimateur ŝm∗ orrespond à l'orale. MAIS impossible de le hoisirar s inonnue. Marie Denis CHOIX DU NOMBRE DE NOEUDS EN RÉGRESSION SPLINE PAR L'HEURISTIQUE DES PENTES
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Le modèle de régression spline La séletion de modèles via une proédure de pénalisation
◮ Le but de la séletion de modèles est de onstruire une proédurebasée sur les observations permettant de séletionner un modèle m̂d'estimateur ŝm̂ de risque aussi prohe que possible du risque del'orale i.e. satisfaisant

E[l(s, ŝm̂)] ≤ C infm∈M
{E[l(s, ŝm)]} (3)ave C > 1 une onstante indépendante de s.

◮ L'approhe via une proédure de pénalisation onsiste à hoisir lemodèle minimisant la somme d'un risque empirique (le ritère desmoindres arrés, la log-vraisemblane) et d'une fontion de pénalité.Dans le adre de la régression spline, on a :rit(m) = γn(ŝm) + pen(m)ave pen : M → R
+. Marie Denis CHOIX DU NOMBRE DE NOEUDS EN RÉGRESSION SPLINE PAR L'HEURISTIQUE DES PENTES
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Le modèle de régression spline La séletion de modèles via une proédure de pénalisation
◮ Le problème �nal est de herher une fontion de pénalité appeléepénalité optimale proposant un estimateur véri�ant (3).
◮ La méthode de l'heuristique des pentes de Birgé et Massart(2001, 2007) propose une estimation de ette pénalité, ou unealibration en utilisant les données. Ils se plaent d'un point de vuenon asymptotique.
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penaltiesIntrodution
◮ Méthode basée sur un mélange de théorie et d'idées heuristiques :

• Existene de pénalités minimales dans le adre général des proessuslinéaires Gaussiens (Birgé et Massart, 2001, 2007). Généralisation auadre de la régression hétérosédastique sur un support aléatoire(Arlot et Massart, 2008).
• Mise en plae d'une proédure pratique pour estimer ette pénalité àpartir des données (Birgé et Massart, 2007) → Algorithme dealibration des pénalités (Arlot et Massart, 2008).
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penaltiesThéorème (Birgé et Massart, 2007)Soit la olletion de modèles {Sm}m∈M, on onsidère une famille depoids positifs {Lm}m∈M satisfaisant la ondition
Σ =

∑

{m∈M|Dm>0} exp−Lm Dm < +∞.Deux nombres, θ ∈ (0, 1) et κ > 2− θ et supposons qu'il existe un sousensemble �ni (ou vide) M de M tel que la fontion de pénalité véri�epen(m) ≥ Qm pourm ∈ M\M,ave Qm = (σ2/n)Dm (κ + 2 (2− θ)
√Lm + 2 θ−1 Lm) pour tout m ∈ M.Ainsi l'estimateur pénalisé orrespondant ŝm̂ existe presque sûrement etsatisfait

(1− θ)E[‖s − ŝm̂‖2n] ≤ infm∈M

{

‖s − sm‖2n + pen(m) − (σ2/n)Dm}

+ supm∈M

{Qm − pen(m)} + (σ2/n)Σ
[

(2− θ)2 (k + θ − 2)−1 + 2 θ−1].Marie Denis CHOIX DU NOMBRE DE NOEUDS EN RÉGRESSION SPLINE PAR L'HEURISTIQUE DES PENTES



Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penaltiesRésultats1 Permet de dé�nir la forme des pénalitépen(m) = α σ
2n Dm (1 + a√Lm + b Lm) où α > 1, a > 2 et b > 2,ave la ondition limitepen(m) >

σ2n Dm (1 + 2√Lm + 2 Lm)

.2 On pose penmin(m) = σ
2n penshape(m) avepenshape(m) = Dm (1 + 2√Lm + 2 Lm)

.
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penaltiesConept de pénalité minimale
◮ Conept de pénalité minimale permet de valider et de omprendrel'heuristique des pentes.
◮ Si l'on hoisit une pénalité de la forme pen(m) = α penmin(m) alors :

• Si α < 1 : la dimension Dm̂ tend à être prohe de la dimension desplus grands modèles. Phénomène émergeant des résultats théoriqueset visibles sur des données simulées.
• Si α > 1 : la dimension Dm̂ est substantiellement plus petite que ladimension des plus grands modèles

◮ Dans le as de la régression spline, on prend Lm = L arbitrairementpetit pour tout m ∈ M et on pose pen(m) = 2 σ
2n Dm, on a que

E[‖s − ŝm̂‖2n] ≤ C infm∈M

{

‖s − sm‖2n + (σ2/n) (Dm + 1)}ave C une onstante adéquate.
⇒ Dans la suite on prendra penshape(m) = Dm pour la régressionspline. Marie Denis CHOIX DU NOMBRE DE NOEUDS EN RÉGRESSION SPLINE PAR L'HEURISTIQUE DES PENTES
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penalties
◮ Le hoix de α = 2 (ou prohe de 2) onduit à des stratégiesoptimales dans de nombreux travaux.
◮ On obtient don l'égalitépenopt(m) = 2 ∗ penmin(m), (4)
◮ C'est la relation aratérisant l'heuristique de Birgé et Massart. Lebut �nal est d'estimer la pénalité minimale à partir des données.
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penaltiesPremière approhe
Birgé et Massart proposent une proédure pratique pour hoisir unepénalité e�ae quand σ2 est inonnue.

◮ Soit la famille ontinue de pénalités penK (m) = K penshape(m) pourK > 0. On observe que pour de petites valeurs de K , les valeurs deDm̂ restent très grandes. À partir d'une valeur seuil Kmin les valeurshutent. Kmin ⇔ un saut de dimension (ou saut de ompléxité)
◮ Explosion de la proédure quand K < Kmin.
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penalties
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penalties
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penalties
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penalties
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penalties
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penalties
◮ On dé�nit la pénalité optimale parpenopt(m) = 2Kmin penshape(m).IMPORTANT : Kmin peut être estimé par les données.

⇒ Méthode pratique utilisée pour la détetion de rupture dans lamoyenne d'un signal gaussien : Lebarbier (2005).
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penaltiesAlgorithme de alibration des pénalités (Arlot et Massart2008)Algorithme de alibration des pénalités1 Pour haque K > 0, alulerm̂(K ) ∈ arg minm∈M
{γn(ŝm) + K penshape(m)}.2 Trouver K̂min tel que Dm̂(K) est �très�grande si K < K̂min et�raisonnable� si K > K̂min.3 Choisir le modèle m̂ = m̂(2 K̂min).Marie Denis CHOIX DU NOMBRE DE NOEUDS EN RÉGRESSION SPLINE PAR L'HEURISTIQUE DES PENTES



Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penaltiesAlgorithme (Étape 1 de l'algorithme de alibration des pénalités)pour tous m ∈ M, on dé�nit f (m) = γn(ŝm) etg(m) = penshape(m).1 Initialisation : K0 = 0, m0 = argminm∈M{f (m)},2 Étape i , i ≥ 1 : posonsG (mi−1) = {m ∈ Mn s.t. f (m) > f (mi−1) and g(m) < g(mi−1)}.Si G (mi−1) = ∅, ainsi posons Ki = +∞, imax = i − 1 et stop. Sinon,Ki = inf { f (m) − f (mi−1)g(mi−1) − g(m)
s.t. m ∈ G (mi−1)}et mi = minFi ave Fi = arg minm∈G(mi−1) =

{ f (m) − f (mi−1)g(mi−1) − g(m)

}Marie Denis CHOIX DU NOMBRE DE NOEUDS EN RÉGRESSION SPLINE PAR L'HEURISTIQUE DES PENTES



Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penalties
◮ La fontion K → m̂(K ) est une fontion onstante par moreaux etdéroissante.
◮ On résume la trajetoire de (m̂(K ))K≥0 par :1 le nombre de sauts imax ∈ {0, . . . , Card(M) − 1},2 la position des sauts (Ki )0≤i≤imax+1 suite roissante de nombre réelave K0 = 0 et Kimax+1 = +∞,3 une séquene déroissante de modèles (mi )0≤imax , ave

∀i ∈ {0, . . . , imax}, ∀K ∈ [Ki , Ki+1), m̂(K ) = mi .
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penaltiesDans le as où il y a lairement un saut, on dé�nitK̂min = Kijump ave ijump = arg maxi∈{0, ..., imax−1}{Dmi+1 − Dmi }.
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penaltiesDeuxième approhe
◮ On dé�nit :bm = l(s, sm); Vm = l(sm, ŝm); b̂m = γn(sm) − γn(s);V̂m = γn(sm) − γn(ŝm).

◮ Déomposition du risque quadratique :
E[l(s, ŝm)] = bm + E[Vm]

◮ Hypothèses : E[Vm] ≈ Vm, E[V̂m] ≈ V̂m et E[V̂m] ≈ E[Vm]Marie Denis CHOIX DU NOMBRE DE NOEUDS EN RÉGRESSION SPLINE PAR L'HEURISTIQUE DES PENTES



Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penalties
◮ Minimiser γn(ŝm) + pen(m) est équivalent à minimiser

γn(ŝm) − γn(s) + pen(m) ≈ bm − E[V̂m] + pen(m)

◮ Sahant que notre but est de minimiser le risque quadratique :pen(m) ≈ E[V̂m] + E[Vm]pen(m) ≈ 2 V̂m
◮ Dans le as du Cp de Mallows, on a que E[V̂m] = E[Vm] sontexpliitement alulables (au moins si la variane est �xée etonnue), on retrouve la pénalité assoiée penCp (m) = 2 σ

2n Dm.Marie Denis CHOIX DU NOMBRE DE NOEUDS EN RÉGRESSION SPLINE PAR L'HEURISTIQUE DES PENTES



Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penalties
◮ Déomposition de V̂m :V̂m = γn(sm) − γn(ŝm) = γn(sm) − γn(s) + γn(s) − γn(ŝm)

= b̂m + γn(s) − γn(ŝm).

◮ Pour de �grandes� dimensions, b̂m tend à se stabiliser. De plusquand la pénalité est proportionnelle à la dimension, on devine leomportement de V̂m en fontion de Dm au travers du risqueempirique −γn(ŝm) (Maugis et Mihel, 2008).
◮ La pénalité �nale est donnée parpen(m) ≈ 2αDmoù α est l'estimation de la pente de la partie linéaire.
◮ On doit oberver un omportement linéaire de −γn(ŝm) pourappliquer ette méthode.Marie Denis CHOIX DU NOMBRE DE NOEUDS EN RÉGRESSION SPLINE PAR L'HEURISTIQUE DES PENTES



Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Existene de pénalités minimales Pénalités guidées par les données : Data-driven penaltiesExempleGraphiques de la fontion Dm → −γn(ŝm) et du terme de biais b̂m enfontion de Dm.
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Introdution Appliation : Simulationsplan1 IntrodutionLe modèle de régression splineLa séletion de modèles via une proédure de pénalisation2 L'heuristique des pentesExistene de pénalités minimalesPénalités guidées par les données : Data-driven penalties3 AppliationsIntrodutionAppliation : Simulations4 Perspetives Marie Denis CHOIX DU NOMBRE DE NOEUDS EN RÉGRESSION SPLINE PAR L'HEURISTIQUE DES PENTES



Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Introdution Appliation : SimulationsAppliation à la régression spline
On observe Y = (Y1, . . . , Yn) un veteur GaussienYi =

m
∑l=1 βl Bdl (xi , r) + ǫi pour 1 ≤ i ≤ n, ave ǫ1, . . . , ǫn i.i.d. N (0, σ2), (5)

◮ On a une olletion �nie de modèles Sm, m ∈ M ave
M = {d + 1, . . . , N + d} où Card(M) =nombre total de modèleset N le nombre maximal de n÷uds.

◮ Rappel : penshape(m) = Dm.
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Introdution Appliation : Simulations
◮ Comparaisons ave le Cp de Mallows et le BIC :

• penCp (m) = 2σ
2 Dmn , on estime σ

2 indépendemment de la proédurede séletion de modèles.
• penBIC (m) = log(n)Dm.

◮ On utilise le rapport des risques pour omparer la performane desdi�érents ritères :
R(ŝm) = E [l(s, ŝm)]/ infm∈M

E [l(s, ŝm)], (6)
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Introdution Appliation : SimulationsSimulations
◮ On prend σ2 = 1, n = 100, 500 et 5 fontions di�érentes(s1, . . . , s5).
◮ Pour haque fontion, on estime le rapport des risques (6) sur 500simulations.
◮ On estime la fontion spline ave d = 1 et les k n÷uds intérieursorrespondent aux k-quantiles.
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Introdution Appliation : SimulationsRésultats pour s1
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Introdution Appliation : SimulationsRésultats pour s1
m_true m_oracle slope algo bic Cp
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Rapports des risques orrespondant :
◮ pour n = 100 : BIC = 1.564838, Slope = 1.138617, Algo = 1.1374et Cp = 3.474864.
◮ pour n = 500 : BIC = 1.361813, Slope = 1.101046, Algo = 1.09442et Cp = 1.851713 Marie Denis CHOIX DU NOMBRE DE NOEUDS EN RÉGRESSION SPLINE PAR L'HEURISTIQUE DES PENTES



Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Introdution Appliation : SimulationsRésultats pour s2
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Introdution Appliation : SimulationsRésultats pour s2
m_true m_oracle slope algo bic Cp
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Rapports des risques orrespondant :

◮ pour n = 100 : BIC = 1.45197, Slope = 1.287763,Algo = 1.2747856 et Cp = 2.308792.
◮ pour n = 500 : BIC = 1.460082, Slope = 1.106397,Algo = 1.118135 et Cp = 1.851713Marie Denis CHOIX DU NOMBRE DE NOEUDS EN RÉGRESSION SPLINE PAR L'HEURISTIQUE DES PENTES



Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Introdution Appliation : SimulationsRésultats pour s3
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Introdution Appliation : SimulationsRésultats pour s3
m_oracle slope algo bic Cp

0
5

1
0

1
5

2
0

2
5

3
0

s
3

  
n

=
1

0
0

m_oracle slope algo bic Cp

0
1

0
2

0
3

0
4

0
5

0
6

0

s
1

0
  

n
=

5
0

0
Rapports des risques orrespondant :

◮ pour n = 100 : BIC = 1.555163, Slope = 1.173173,Algo = 1.165988 et Cp = 1.689721.
◮ pour n = 500 : BIC = 1.872631, Slope = 1.14936, Algo = 1.143538et Cp = 1.229182 Marie Denis CHOIX DU NOMBRE DE NOEUDS EN RÉGRESSION SPLINE PAR L'HEURISTIQUE DES PENTES



Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Introdution Appliation : SimulationsRésultats pour s4
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Introdution Appliation : SimulationsRésultats pour s4
m_true m_oracle slope algo bic Cp
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Rapports des risques orrespondant :

◮ pour n = 100 : BIC = 1.084681, Slope = 1.317911,Algo = 1.312262 et Cp = 6.021108.
◮ pour n = 500 : BIC = 1.014020, Slope = 1.415023,Algo = 1.377729 et Cp = 1.581628Marie Denis CHOIX DU NOMBRE DE NOEUDS EN RÉGRESSION SPLINE PAR L'HEURISTIQUE DES PENTES



Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Introdution Appliation : SimulationsRésultats pour s5
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Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Introdution Appliation : SimulationsRésultats pour s5
m_true m_oracle slope algo bic Cp
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Rapports des risques orrespondant :
◮ pour n = 100 : BIC = 1.627893, Slope = 1.230778, Algo = 1.21218et Cp = 2.845571.
◮ pour n = 500 : BIC = 1.924053, Slope = 1.15325, Algo = 1.141332et Cp = 1.428121 Marie Denis CHOIX DU NOMBRE DE NOEUDS EN RÉGRESSION SPLINE PAR L'HEURISTIQUE DES PENTES



Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives Introdution Appliation : SimulationsRemarques1 Les proédures mises en plae fontionnent bien et même mieux quele Cp de Mallows (surtout pour de petits éhantillons) et que le BICen terme de risque quadratique. Cependant dans le as où la vraiedimension oinide ave la dimension orale, le BIC est meilleur.2 On observe assez rapidement un omportement linéaire de lafontion −γn(ŝm).3 Le BIC semble plut�t séletionner la vraie dimension alors que lesritères de l'heuristique des pentes tendent à séletionner ladimension orale. Marie Denis CHOIX DU NOMBRE DE NOEUDS EN RÉGRESSION SPLINE PAR L'HEURISTIQUE DES PENTES



Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetivesplan1 IntrodutionLe modèle de régression splineLa séletion de modèles via une proédure de pénalisation2 L'heuristique des pentesExistene de pénalités minimalesPénalités guidées par les données : Data-driven penalties3 AppliationsIntrodutionAppliation : Simulations4 Perspetives Marie Denis CHOIX DU NOMBRE DE NOEUDS EN RÉGRESSION SPLINE PAR L'HEURISTIQUE DES PENTES



Introdution L'heuristique des pentes Appliations Perspetives
◮ Faire varier la position des n÷uds : ne plus avoir une séquene �xéede n÷uds mais les onsidérer omme des paramètres ⇒ Problème :quelle dimension assoiée à haque modèle ?
◮ Revoir le hoix de la forme de la pénalité minimalepenshape(m) = Dm en utilisant une méthode de simulation.
◮ Une di�ulté réside dans le hoix et la signi�ation du plus grandsaut ⇒ Lebarbier (2005) a mis en ÷uvre une méthode de alibrationa�n de déterminer le �bon� saut dans le adre de la détetion derupture dans la moyenne d'un signal gaussien. Objetif : adapterette méthode à la régression spline.
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