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CONTEXTE GÉNÉRAL ET APPLICATIONS

Pourquoi ? Quelles situations cherche-t-on à modéliser ?

- L’étude simultanée de plusieurs séries financières ou monétaires montre souvent
que celles-ci ont des évolutions jointes.

- L’introduction des séries sous-jacentes observables ou non permettant d’expliquer
cette évolution commune.

- Modélisation de l’interdépendance entre les processus de volatilité en se basant sur
des modèles inter-temporels d’évaluation d’actifs.

Exemples :

- Prévisions séquentielles et allocation de portefeuilles,

- L’étude de la dynamique et de l’intégration des marchés financiers en introdui-
sant des variables macro-économiques permettant d’expliquer et de prévoir les co-
mouvements des prix des actifs à travers le temps,

- Tester la signification des risques spécifiques : Est-ce-que la prime du risque associée
à chacun des facteurs est commune pour tous les actifs ?
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LES MODÈLES À FACTEURS STANDARDS

I. Modèle de base et Structure des Facteurs

yit =

partie anticipée︷ ︸︸ ︷
E(yit)︸ ︷︷ ︸

θi

+

partie non anticipée︷ ︸︸ ︷
k∑

j=1

xijfjt

︸ ︷︷ ︸
partie systématique

+ εit︸︷︷︸
partie non systématique

1. La Forme Matricielle du Modèle

yt = θ+ Xft + εt

⋆ εt ∼ N (0,Ψ) où Ψ = diag(ψ1, ...., ψq), appelées variances ”idiosyncratiques”,

⋆ des facteurs non corrélés et standardisés ft ∼ N (0, Ik), et

⋆ εt et fs sont mutuellement indépendants pour tout t, s.
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2. Structure Orthogonale

si on suppose que

[
yt
ft

]
est un vecteur gaussien,

(
yt
ft

)
/Θ ∼ N

[(
θ
0

)
,

(
XX′ + Ψ X

X′ Ik

)]

La loi de yt sachant ft est donc de la forme N (θ+ Xf t,Ψ) et on a :

p(yt/ft;Θ) =

q∏

i=1

p(yit/ft;Θ)

si et seulement si Ψ est diagonale. Si on suppose en plus que V ar(ft) = Ik, X et Ψ sont
alors définis par : X = E(ytf ′t) et Ψ = V ar(yt − θ − Xf t).

Définition : Bartholomew [1987]

On dit que y = [y′
1,y

′
2, ...,y

′
q]

′ est un vecteur aléatoire vérifiant un modèle à k-facteurs,

si et seulement s’il existe un vecteur aléatoire f à valeurs dans Rk tel que, conditionnel-
lement à f , les variables aléatoires y1, ...,yq soient indépendantes.
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− V ar(yit/f , θ,X,Ψ) = ψi ∀ i

− Cov(yit, yjt/f , θ,X,Ψ) = 0 ∀ i, j i 6= j

− V ar(yit/θ,X,Ψ) =
k∑
l=1

x2
il + ψi ∀ i

− Cov(yit, yjt/θ,X,Ψ) =
k∑
l=1

xilxjl ∀ i, j i 6= j

Σ = XX′ + Ψ

− Les éléments de la diagonale de XX′ sont appelés les communalités, x2
i =

k∑
j=1

x2
ij.

− Les éléments de Ψ sont appelés les spécificités ou les unicités.

Cette écriture suppose donc que même s’il existe un nombre infini d’actifs de base, il est
possible pour l’évaluation de la prime de risque de ne retenir qu’un petit nombre de titres
communs qui représenteront les facteurs macro-économiques des aléas économiques
constatés sur les marchés financiers, tandis qu’un titre unique représentera le risque
spécifique.
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II. Présentation Rapide de l’ACP

Étant donné un vecteur aléatoire y de taille q, le but de l’ACP est de construire des
variables aléatoires x1, ..., xk linéaires en y, deux à deux non corrélées et de variance
maximale.

Ces variables sont construites de façon itérative : de façon générale on cherche xk = β′
ky

de variance maximale sous les contraintes β′
kβk = 1 et Cov(xi, xk) = 0 ∀ i < k.

trΣ −
k∑

i=1

λi < ε où

q∑

i=k+1

λi < ε

- Si on note β∗ = [β1, ..., βq] la matrice orthogonale dont les colonnes sont constituées
par une base orthonormée de vecteurs propres de Σ, on peut écrire Σ = β∗∆β∗′.

- Si on note : β∗
1 = [β1, ..., βk], β

∗
2 = [βk+1, ..., βq], on a donc : Σ = β∗

1∆1β∗′
1 + β∗

2∆2β∗′
2 .

- En posant Λ = β∗
1∆

1

2

1, on a donc ainsi effectué une décomposition de Σ sous la forme :

Σ = ΛΛ′ + D2 avec D2 = β∗
2∆2β

∗′
2 , trD2 < ε

6



Si maintenant on note x = [x1, ..., xk]
′ = β∗′

1 y le vecteur aléatoire constitué des k

premières composantes principales, et si l’on note ϕ = ∆
−1

2

1 x, on peut aussi effectuer
une décomposition de y sous la forme suivante :

y = β∗
1x + u = Λϕ+ u avec u = y − β∗

1β
∗′
1 y = β∗

2β
∗′
2 y

Cette décomposition vérifie les propriétés suivantes :

X V (ϕ) = ∆
−1

2

1 V (x)∆
−1

2

1 = ∆
−1

2

1 ∆1∆
−1

2

1 = Ik

X V (u) = β∗
2β

∗′
2 Σβ∗

2β
∗′
2 = β∗

2∆2β∗′
2 = D2

X E [uϕ′] = E

[
β∗
2β

∗′
2 yy′β∗

1D
−1

2

1

]
= β∗

2β
∗′
2 Σβ∗

1∆
−1

2

1 = 0

On a supposé ici E(y) = 0 pour simplifier les notations.
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1. Approche Empirique

Lorsqu’on s’intéresse à un échantillon y1, ...,yn de la variable y, on définit les composantes

principales xit = β̂′
iyt de façon analogue.

Σ̂ =
1

n

n∑

t=1

(yt − y)(yt − y)′

On peut en effet effectuer des tests d’hypothèses de la forme :





H0 :
q∑

i=k+1

λi ≥ ε contre H1 :
q∑

i=k+1

λi < ε ou

H0 :

q∑
i=k+1

λi

q∑
i=1

λi

≥ δ contre

q∑
i=k+1

λi

q∑
i=1

λi

< δ
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2. L’analyse factorielle vue comme une ACP sur la matrice de corrélation réduite

Supposons que les variables observées vérifient un modèle à k facteurs, c’est-à-dire, de
façon équivalente que leur matrice de variance-covariance s’écrit Σ = XX′ + Ψ avec X
matrice (q × k) de rang k et Ψ diagonale définie positive.

Si la matrice Ψ était connue, on pourrait écrire Σ − Ψ = XX′. La matrice Σ − Ψ étant
alors de rang k exactement, elle admettrait q − k valeurs propres nulles et une ACP
menée sur la matrice Σ − Ψ fournirait la matrice X de façon exacte.

En effet, en reprenant les notations précédentes, on aurait :

Σ − Ψ = β∗∆β∗′ avec ∆ =

[
∆1 0
0 0

]

donc Σ − Ψ = β∗
1∆1β∗′

1 = (β∗
1∆

1

2

1)(∆
1

2

1β
∗′
1 ) = ΛΛ′
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III. Les Contraintes d’Identification

1. Rang de la Matrice des Pondérations

Supposons par exemple que rang(X) = r avec r < k, donc il existe une matrice Q de
dimension k × (k − r) tel que XQ = 0 et Q′Q = Ik−r. Si M est une matrice quelconque
de dimension q × (k − r) choisie de telle façon que MM′ soit diagonale, donc

XX′ + Ψ = (XX′ + MM′) + Ψ − MM′

= (X + MQ′)(X + MQ′)′ + Ψ − MM′

Ceci implique que Σ = X̂X̂′ + Ψ̂ où X̂ = X + MQ′ et Ψ̂ = Ψ − MM′ et, par conséquent,
le modèle ne sera pas identifié d’une façon unique.

Solution :

L’existence et l’unicité du modèle à facteurs ne seront garanties que si rang(X) = k.
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2. Rotations Orthogonales

On suppose rang(X) = k, la validité du modèle à k-facteurs est toujours vérifiée même
dans le cas où ces derniers obéiront à une rotation. Si P est une matrice orthogonale
de dimension k × k, donc yt peut s’écrire sous la forme :

yt = θ+ X∗f∗t + ǫt

où, d’une part, les facteurs qui ont obéit à une rotation f∗t = P′ft et la matrice des
pondération qui leurs correspond X∗ = XP vérifient toujours un modèle à k-facteurs
sans affecter la distribution de yt. D’autre part, les deux premiers moments E(f∗t ) = 0 et
V ar(f∗t ) = P′P = Ik, permettent aussi de vérifier la relation Σ = X∗X∗′ + Ψ.

Solution : Cette condition nécessite 1
2
k(k − 1) contraintes et permet d’identifier seule-

ment les pondérations et les facteurs qui leurs sont associés.

X =




x11 0 0 ::::: 0
x21 x22 0 ::::: 0
x31 x32 x33 ::::: 0
::::: ::::: ::::: ::::: :::::
xk1 xk2 xk3 ::::: xkk
xk+1,1 xk+1,2 xk+1,3 ::::: xk+1,k

::::: ::::: ::::: ::::: :::::
xq1 xq2 xq3 ::::: xqk
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3. Parcimonie

- L’équation Σ = XX′ + Ψ entrâıne un autre problème d’identification lié au nombre
de paramètres.

- Il y a 1
2
q(q+ 1) éléments distincts de Σ, tandis que les paramètres libres dans le

modèle à facteurs sont qk+ q appartenant à X et Ψ respectivement, moins 1
2
k(k − 1)

éléments déjà fixés par les contraintes.

- d < 0 : une infinité de solutions pour X et Ψ.

- d = 0 : il est généralement possible de trouver une solution.

- d > 0 : modèle parcimonieux.

Solution : L’utilisation de l’une des solutions qu’on a déjà présentées, revient à imposer

des contraintes d’identification sur le nombre des facteurs vérifiant l’inégalité d ≥ 0, où

d =
1

2
q(q + 1) −

[
qk+ q −

1

2
k(k − 1)

]

q k max
01 à 07
08 à 14
15 à 21
22 à 27

0 0 1 1 2 3 3
4 5 6 6 7 8 9
10 10 11 12 13 14 15
15 16 17 18 19 20 21
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IV. L’Algorithme EM (Rubin et Thayer (1982))

Si on désigne par Y = y1, ....,yn l’ensemble des n vecteurs d’observations indépendants,
la fonction auxiliaire sera donnée par :

Q(Θ,Θ(i)) = E

{
log p(Y/f ,Θ(i))/Y,Θ

}
=

n∑

t=1

∫
p(f/yt,Θ) log p(yt/f ,Θ

(i)) df

1. La densité jointe p(yt, ft/Θ) des données complétées,

2. La densité marginale p(yt/Θ) des données observées et

3. La densité conditionnelle p(ft/yt;Θ).

Étape E :

soit Dc = {yt, ft; t = 1, ....., n}

Lc(Θ/Dc) = c−
n

2
log|Ψ| −

1

2

n∑

t=1

f ′tft −
1

2

n∑

t=1

(yt − θ − Xf t)
′Ψ−1(yt − θ − Xf t)

≈ −
n

2
log|Ψ| −

1

2

n∑

t=1

tr(ftf
′
t) −

1

2

n∑

t=1

tr
[
Ψ−1(ỹt − Xf t)(ỹt − Xf t)

]
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L’espérance conditionnelle de la log-vraisemblance complétée est donnée par :

Q(Θ/Θ(i)) = −
n

2
log|Ψ| −

n

2
tr

[
E

(
1

n

n∑

t=1

ftf
′
t/yt

)
+ E

(
1

n

n∑

t=1

ỹtỹ
′
t/yt

)
Ψ−1

]

−
n

2
tr

[
−2E

(
1

n

n∑

t=1

ỹtf
′
t/yt

)
X′Ψ−1 + XE

(
1

n

n∑

t=1

ftf
′
t/yt

)
X′Ψ−1

]

Étape M :

Si on pose : Cyy = 1
n

n∑
t=1

(yt − y) (yt − y)′

E

(
ft/yt,Θ

(i)
)

= γ(i)′

(yt − y) et V ar(ft/yt,Θ
(i)) = ∆(i)

avec γ(i) = (Ψ(i) + X(i)X(i)′

)−1X(i) et ∆(i) = Ik − X(i)′

(Ψ(i) + X(i)X(i)′

)−1X(i)

La maximisation de Q(Θ/Θ(i)) par rapport à θ, X et Ψ nous permettra de trouver :

θ = y

X(i+1) = Cyyγ
(i)
[
γ(i)′

Cyyγ
(i) + ∆(i)

]−1

et

Ψ(i+1) = diag

[
Cyy − Cyyγ

(i)
(
γ(i)′

Cyyγ
(i) + ∆(i)

)−1

γ(i)′

Cyy

]
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V. L’Algorithme ECME (Meng et Rubin (1997))

Étape E : est la même que celle de l’algorithme EM.

Q(Θ/Θ(i)) = −
n

2
log |Ψ| −

n

2
tr
[
γ(i)′

Cyyγ
(i) + ∆(i)

]
−
n

2
tr
[
CyyΨ

−1

− 2Cyyγ
(i)X′Ψ−1 + X

(
γ(i)′

Cyyγ
(i) + ∆(i)

)
X′Ψ−1

]

Étape CM1 :

θ = y et X(i+1) = Cyyγ
(i)
[
γ(i)′

Cyyγ
(i) + ∆(i)

]−1

Étape CM2 : Algorithme de Newton-Raphson pour Ψ

ψ(i+1) = ψ(i) +
[
H(i)(ψ

(i))
]−1

g(i)(ψ
(i))

avec
∂f(Ψ)

∂ψi
= − [σii −Bii] et

∂2f(Ψ)

∂ψi∂ψj
= σij [σij − 2Bij]

Σ−1 = (σij) et B = Σ−1SΣ−1.
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APPLICATIONS

Modèles à Facteurs Standards

1. Simulations

2. Données Financières

- Qualité d’Ajustement avec 1, 2 et 3 Facteurs Latents

- Sélection de Modèles
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I. Simulations

Nous avons appliqué les 2 algorithmes EM et ECME sur un échantillon de 600 observa-
tions. Pour simuler les observations, nous avons utilisé les valeurs initiales suivantes :

θ X diag(Ψ)
1.0000
2.0000
3.0000
4.0000
5.0000
6.0000

1.0000 2.0000
2.0000 3.0000
3.0000 4.0000
4.0000 5.0000
5.0000 6.0000
6.0000 7.0000

1.0000
2.0000
3.0000
4.0000
5.0000
6.0000

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
−1.85

−1.8

−1.75

−1.7

−1.65

−1.6

−1.55

−1.5

−1.45

−1.4

−1.35
x 10

4

EM
ECME
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Méthode EM EM EM ECME ECME ECME

Critère de convergence 100 ité 10−5 10−10 100 ité 10−5 10−10

Nombre d’itérations 100 476 1599 100 183 413
Log-vraisemblance −3.49.104 −3.49.104 −3.49.104 −3.49.104 −3.49.104 −3.49.104

Valeurs initiales Solutions Solutions Solutions Solutions Solutions Solutions
pour les xij

0.5 1.0095 0.9712 0.9660 0.9973 0.9802 0.9784
1 2.0874 2.0520 2.0552 2.0012 2.0534 2.0758
1 3.0837 3.1092 3.1119 3.0735 3.0906 3.1026

1.5 4.0917 4.0983 4.1001 4.0986 4.1097 4.0910
2 5.1363 5.1451 5.1259 5.1407 5.1264 5.1270
3 6.1026 6.1065 6.0961 6.1011 6.0976 6.1174
1 2.0101 2.0012 2.0658 2.0176 2.0122 2.0257

0.8 2.9633 2.9769 2.9942 2.9719 2.9858 2.9837
1.5 3.9246 3.9699 3.9677 3.9267 3.9787 3.9771
2 4.9205 4.9664 4.9549 4.9152 4.9652 4.9641

2.5 5.9444 5.9622 5.9715 5.9511 5.9710 5.9705
3 6.9590 6.9505 6.9436 6.9600 6.9493 7.0894

Valeurs estimées de 0.9316 0.9367 0.9272 0.9387 0.9341 0.9272
la matrice Ψ 2.0047 2.0140 2.0363 2.0063 2.0246 2.0363

3.0814 3.0908 3.0617 3.0750 3.0911 3.0617
4.0325 4.0284 4.0081 4.0312 4.0183 4.0081
4.9107 4.9283 4.9284 4.9291 4.9172 4.9284
5.9267 5.9252 5.9272 5.9314 5.9449 5.9272

Estimation de
la moyenne θ 1.0666

2.0514
3.1391
4.0904
5.1083
5.9689
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II. Application sur des données financières

01/75 06/77 12/79 06/82 12/84 01/87
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1. Modèle à deux facteurs

θ (10−15) X diag(Ψ)
0.0734
0.0207

−0.1265
0.0699

−0.0194
0.0323

0.9971 0.0000
0.9771 0.0001
0.5247 0.3894
0.5186 0.6524
0.5292 0.5730
0.5528 0.9249

0.0680
0.1047
0.6362
0.4089
0.4841
0.0005

−6 −4 −2 0 2 4 6
0

20

40

−3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
0.003
0.01 0.02 
0.05 
0.10 
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0.98 0.99 
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Graphe de probabilité Normale
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Distributions Empiriques 
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USD
CAD
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Moyennes conditionnelles des facteurs et rendements des taux de change. Premier
facteur plus USD et CAD (premier graphique) et le deuxième facteur plus FRF, ITL et

DEM (deuxième graphique).
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2. Modèles à 3 facteurs avec contraintes sur les pondérations

θ (10−15) X diag(Ψ)
0.0734
0.0207

−0.1265
0.0699

−0.0194
0.0323

1.0043 0.0000 0.0000
0.9805 0.0434 0.0000
0.5320 0.3706 0.2723
0.5254 0.6990 0.4111
0.5374 0.5625 0.3893
0.5755 0.4798 0.8571

0.0620
0.1093
0.6024
0.2440
0.3965
0.0001
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3. Critères de Sélection et Choix de Modèles

Algorithme EM sans contraintes
Critère k = 1 k = 2 k = 3
AIC 2081.9 1884.7 3588.5
BIC 2135.2 1952.8 3668.5

Algorithme EM avec contraintes
Critère k = 1 k = 2 k = 3
AIC 2081.9 1902.6 1897.5
BIC 2135.2 1970.8 1977.5

Algorithme ECME sans contraintes
Critère k = 1 k = 2 k = 3
AIC 2081.9 1884.7 3588.5
BIC 2135.2 1952.8 3668.5

Algorithme ECME avec contraintes
Critère k = 1 k = 2 k = 3
AIC 2081.9 1902.6 1897.5
BIC 2135.2 1970.8 1977.5
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LES MODÈLES À FACTEURS CONDITIONNELLEMENT

HETEROSCEDASTIQUES

I. Modèle de base et Structure des Facteurs

1. Structure Générale du Modèle

pour t = 1,2, ..., n

yt = Bzt + Xf t + εt où ft = H
1/2
t f∗t , et

(
f∗t
εt

)
∼ N

[(
0
0

)
,

(
Ik 0
0 Ψ

)]

- yt : vecteur aléatoire (q × 1) de variables observables,

- zt : vecteur des variables explicatives exogènes (m× 1),

- B : la matrice des coefficients de régression (q ×m),

- ft : le vecteur des facteurs communs non observables (k × 1),

- X : la matrice des pondérations (q × k), q ≥ k et rang(B,X) = m+ k,

- Ψ : une matrice SDP (q × q) des variances idiosyncratiques,

- Ht : une matrice diagonale DP (k × k) des variances des facteurs.
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2. Paramétrisation Conditionnelle de la Variance

Les facteurs communs suivent des processus GQARCH(1,1) :

hit = 1 + γifit−1 + αif
2
it−1 + δihit−1

hit = 1 + Θi(fit−1 − µi)
2 + δihit−1

- si γi = 0 : une représentation GARCH(1,1)

- si δi = 0 : une représentation ARCH(1)

- si en plus αi = 0 : le cas standard

Les εt peuvent, aussi, suivre un processus conditionnellement hétéroscédastique. Pour
Dt−1 = {yt−1,yt−2, ...., zt−1, zt−2, ....}, nous pouvons écrire :

(
ft
εt

)
/Dt−1 ∼ N

[(
0
0

)
,

(
Ht/t−1 0

0 Ψt/t−1

)]

yt/Dt−1 ∼ N (Bzt,Σt/t−1) avec Σt/t−1 = XHt/t−1X
′ + Ψt/t−1
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II. Les Conditions Suffisantes d’Identification

Dans ce cas, f∗t = Qf t doit rester diagonale ∀ t

Si on pose Ht/t−1 =

[
H1t/t−1 0

0 h2t/t−1Ik2

]
et X =

[
X1

...X2

]

Proposition :

Si Ht/t−1 prend la forme précédente et si V ar(ft) = I, donc X1 est unique sous n’importe
quelle transformation orthogonale.
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III. Estimation de Maximum de Vraisemblance

1. La log-vraisemblance

Étant donné l’ensemble d’informations disponible à la date t− 1

L (yt/Dt−1;Θ) = c−
1

2

n∑

t=1

log |Σt| −
1

2

n∑

t=1

(yt − Bzt)
′Σ−1

t (yt − Bzt)

avec Σt = XHtX
′ + Ψ et Ht = diag (ht (γ)).

2. Fonction Score

s (yt/Dt−1;Θ) =
∂µ′

t

∂Θ
Σ−1
t (yt − µt) +

1

2

∂vec′ [Σt]

∂Θ

[
Σ−1
t ⊗ Σ−1

t

]
vec

[
(yt − µt) (yt − µt)

′ − Σt

]

Dans ce cas et étant donné que µt = Bzt, on a :

Sb (yt/Dt−1;Θ) = vec
[
Σ−1
t ytz

′
t − Σ−1

t Bztz
′
t

]

sx (yt/Dt−1;Θ) = vec
[
HtX

′Σ−1
t (yt − Bzt)(yt − Bzt)

′Σ−1
t − HtX

′Σ−1
t

]

sψ (yt/Dt−1;Θ) =
1

2
vecd

[
Σ−1
t (yt − Bzt)(yt − Bzt)

′Σ−1
t − Σ−1

t

]

sγ (yt/Dt−1;Θ) =
1

2
∂h′

t(γ)/∂γ.vecd
[
X′Σ−1

t (yt − Bzt)(yt − Bzt)
′Σ−1

t X − X′Σ−1
t X

]
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IV. Représentation Espace-État et Estimation des Facteurs

1. Représentation espace-état en séries temporelles

yt = Bzt + Xf t + εt (équation de mesure)

et ft = 0.ft−1 + ft (équation de transition)

où ǫt/Yt−1,Zt,Ft−1 ∼ N (0,Ψ), ft/Yt−1,Zt,Ft−1 ∼ N (0,Ht).

2. Les équations de prévision

ft/t−1 = 0 ∀ t yt/t−1 = Bzt et

hit/t−1 = 1 + γifit−1/t−1 + αi(f
2
it−1/t−1 + hit−1/t−1) + δihit−1/t−2

3. Filtre de KALMAN

Les équations de mise à jours

ft/t = ft/t−1 + Ht/t−1X
′
[
XHt/t−1X

′ + Ψ
]−1 (

yt − Xf t/t−1 − Bzt
)

= Ht/t−1X
′Σ−1

t/t−1
(yt − Bzt)

Ht/t = Ht/t−1 − Ht/t−1X
′(XHt/t−1X

′ + Ψ)−1XHt/t−1

= Ht/t−1 − Ht/t−1X
′Σ−1

t/t−1
XHt/t−1

Les équations de Lissage ft/n = ft/t et Ht/n = Ht/t
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V. L’Algorithme EM

Si on pose A = [B,X], une matrice de dimension q×(m+k) et ỹ′
t = [z′t, f

′
t], en supposant

que les facteurs ft sont observables et sous l’hypothèse de normalité, on a :

yt/ft,Ft−1,Zt ∼ N (Aỹt,Ψ) et donc

p (yt, ft/Yt−1,Ft−1,Zt) = p (yt/ft,Yt−1,Ft−1,Zt) p (ft/Yt−1,Ft−1,Zt)

La fonction log-vraisemblance sera donc donnée par :

L(Θ/y, f) = −
nq

2
log(2π) −

1

2

n∑

t=1

log |Ψ| −
1

2

n∑

t=1

tr
[
Ψ−1(yt − Aỹt)(yt − Aỹt)

′
]

−
1

2

k∑

i=1

(
n∑

t=1

log(hit) +

n∑

t=1

f2
it/hit

)

Étape E :

Si on pose Dni =
{
Yn,Zn,Θ(i)

}
, on aura :

E(L(Θ/y, f)/Dni) ≃ c−
1

2

n∑

t=1

log |Ψ| −
1

2

n∑

t=1

tr
[
Ψ−1

E((yt − Aỹt)(yt − Aỹt)
′)/Dni

]

−
1

2

k∑

j=1

n∑

t=1

E

(
log(hjt) +

f2
jt

hjt
/Dni

)
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Étape CM1 :

A(i+1) =

[
n∑

t=1

ytE
(
ỹ′
t/Dni

)
] [

n∑

t=1

E
(
ỹtỹ

′
t/Dni

)
]−1

Ψ(i+1) =
1

n

n∑

t=1

E
[
(yt − Aỹt)(yt − Aỹt)

′/Dni

]

or E(ỹ′
t/Dt) = ỹ

(i)′

t/t
= (z′t, f

(i)′

t/t
) et si on pose E(ỹtỹ′

t/Dt) = Ω
(i)
t/t

, on aura :

Ω
(i)
t/t

= E

[(
ztz

′
t ztf

′
t

ftz
′
t ftf

′
t

)
/Dt

]
=

[
ztz

′
t ztf

(i)′

t/t

f
(i)
t/t

z′t H
(i)
t/t

+ f
(i)
t/t

f
(i)′

t/t

]

Finalement, on aura :

A(i+1) =

[
n∑

t=1

ytỹ
(i)′

t/t

][
n∑

t=1

Ω
(i)
t/t

]−1

et Ψ(i+1) =
1

n

n∑

t=1

[
yty

′
t − A(i+1)ỹ

(i)
t/t

y′
t

]
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Étape CM2 :

Si on considère que les facteurs sont observables, on aura :

(
yt
ft

)
/Yt−1,Ft−1,Zt ∼ N

[(
Bzt
0

)
,

(
XHtX

′ + Ψ XHt

HtX
′ Ht

)]

où Yt−1 = {yt−1,yt−2, ....}, Ft−1 = {ft−1, ft−2, ....}, et Zt = {zt, zt−1, ....} ; c’est l’ensemble
informationnel disponible à la date t− 1.

1. La pseudo log-vraisemblance

En se basant sur l’approximation proposée par Harvey, Ruiz et Sentana [1992] :

yt/Yt−1,Zt−1 ∼ N
(
Bzt,Σt/t−1

)

Nous pouvons estimer les paramètres γ′, α′, δ′ en maximisant :

L(Θ/y) = c−
1

2

n∑

t=1

log |Σt/t−1| −
1

2

n∑

t=1

(yt − Bzt)
′Σ−1

t/t−1
(yt − Bzt)

2. Complexité de calcul

Étant donné les dimensions des matrices B, X et Ψ, une méthode basée sur les dérivées

premières nécessite l’utilisation du filtre de KALMAN q
[
m+ k+ q+1

2

]
fois à chaque

itération alors que l’algorithme EM n’utilise le filtre qu’une seul fois.
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L’Approche itérative

- Quelques itérations de l’Algorithme EM

for i = 1 : iem

- Estimation de la variance conditionnelle

for j = 1 : 2

Implémentation du Filtre de Kalman
Calcul des dérivés ht/t−1

Calcul des dérivés de la vraisemblance
Calcul de la matrice Hessienne (HES)
Calcul du vecteur gradient (GRD)
+ Itération BHHH
γ(i+1) = γ(i) + [HES]−1GRD

end

- Mise à jour des matrices B, X et Ψ
end
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SIMULATIONS

Modèles avec hétéroscédasticité dynamique

- Qualité d’Ajustement avec 1 et 2 Facteurs Latents

- Sélection de Modèles

- Modèles à Facteurs et Prévision
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1. Modèle à un seul facteur

(.) écart-types des estimations, 〈.〉 Paramètres d’initialisation

Paramètres de simulation

X diag(Ψ) γ

1.0000 〈1.0000〉 1.0000 〈1.0000〉 0.2000 〈1.0000〉
2.0000 〈1.0000〉 2.0000 〈1.0000〉 0.2000 〈1.0000〉
3.0000 〈1.0000〉 3.0000 〈1.0000〉 0.5000 〈1.0000〉
4.0000 〈1.0000〉 4.0000 〈1.0000〉
5.0000 〈1.0000〉 5.0000 〈1.0000〉
6.0000 〈1.0000〉 6.0000 〈1.0000〉

Vraisemblance non complétée

0.9970 (0.0308) 0.9945 (0.0260) 0.2105 (0.0604)
1.9875 (0.0653) 1.9974 (0.0531) 0.1963 (0.0294)
2.9809 (0.0917) 2.9794 (0.0838) 0.5022 (0.0472)
3.9792 (0.1239) 4.0182 (0.0897)
4.9783 (0.1571) 4.9576 (0.1734)
5.9539 (0.2051) 6.0654 (0.2758)

Vraisemblance complétée

0.8973 (0.0315) 0.9412 (0.0289) 0.1831 (0.0651)
1.8861 (0.0667) 1.9642 (0.0596) 0.1914 (0.0321)
2.9547 (0.0821) 2.9544 (0.0794) 0.4853 (0.0451)
3.9613 (0.1311) 3.8952 (0.0911)
4.9534 (0.1598) 4.8871 (0.1693)
5.8752 (0.1824) 5.9577 (0.2816)
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2. Modèle à deux facteurs

(.) écart-types des estimations, 〈.〉 Paramètres d’initialisation

Paramètres de simulation

X diag(Ψ) γ

1.0000 〈1.0000〉 2.0000 〈1.0000〉 1.0000 〈1.0000〉 0.2000 〈0.1000〉
2.0000 〈1.0000〉 3.0000 〈1.0000〉 3.0000 〈1.0000〉 0.2000 〈0.1000〉
3.0000 〈1.0000〉 1.0000 〈1.0000〉 2.0000 〈1.0000〉 0.2000 〈0.4000〉
2.0000 〈1.0000〉 4.0000 〈1.0000〉 4.0000 〈1.0000〉 0.6000 〈0.2000〉
4.0000 〈1.0000〉 2.0000 〈1.0000〉 3.0000 〈1.0000〉
4.0000 〈1.0000〉 2.0000 〈1.0000〉 2.0000 〈1.0000〉

Estimation des paramètres

0.8315 (0.1001) 2.1051 (0.0630) 1.0054 (0.0666) 0.1871 (0.0307)
1.9512 (0.1415) 3.1172 (0.1323) 3.0023 (0.1003) 0.1923 (0.0423)
3.0815 (0.0836) 0.9523 (0.1119) 1.9779 (0.0867) 0.2084 (0.0455)
1.9643 (0.1811) 3.9647 (0.1024) 3.9859 (0.1231) 0.5908 (0.0650)
4.0857 (0.1120) 2.0956 (0.1765) 2.9816 (0.1072)
3.9477 (0.1021) 1.9378 (0.1471) 1.9977 (0.0937)
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Les erreurs d’estimation et leurs distributions
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Estimation des deux Facteurs et leurs volatilités.
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Volatilités des 6 séries.
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3.Critères d’Information et Sélection de Modèles

AIC = −2L(Θ̂/Y) + 2 vM

BIC = −2L(Θ̂/Y) + vM log n

Vrai modèle : Modèle CHF1
Critère FA1 FA2 FA3 CHF1 CHF2
AIC 0 0 4 84 12
BIC 0 0 0 92 8

Vrai modèle : Modèle CHF2
Critère FA1 FA2 FA3 CHF1 CHF2
AIC 0 0 7 15 78
BIC 0 0 0 11 89

Vrai modèle : Modèle FA2
Critère FA1 FA2 FA3 CHF1 CHF2
AIC 0 100 0 0 0
BIC 0 100 0 0 0
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4. Prévision et Sélection de Modèles

Dans le cas des modèles à facteurs standards, les prévisions de la variance conditionnelle
des facteurs h̃t+1/t = E(ht+1/Y1:t) seront données par :

h̃t+s/t = 1 ∀ s ≥ 1

Dans le cas d’une spécification GQARCH(1,1), on a :

h̃t+1/t = w+ γ E(ft/Dt) + αE(f2t /Dt) + δ E(ht/Dt)

= w+ γ ft/t + αf2
t/t + δ ht/t

h̃t+2/t = w+ γ E(ft+1/Dt) + αE(f2t+1/Dt) + δ E(ht+1/Dt)

= w+ (α+ δ)h̃t+1/t

...

h̃t+s/t = w

[
s−2∑

i=0

(α+ δ)i

]
+ (α+ δ)s−1h̃t+1/t

Étant donné que α+ δ < 1 (condition de stationnarité), on a aussi

lim
s→∞

h̃t+s/t ∼
w

1 − α− δ
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Les moments conditionnels de la distribution prédictive, yt+1/Dt pour t = 2, ..., n seront
donnés par :

E(yt+1/Dt) = θ et V ar(yt+1/Dt) = Σt+1/t = XHt+1/tX
′ + Ψ

En se basant sur les prévisions de la variance conditionnelle des facteurs communs, nous
pouvons calculer des prévisions pour les variances conditionnelles des actifs individuels
σ̂2
i,t+s/t

, les éléments de la diagonale de Σt+s/t.

a) Méthodes de Prévision Alternatives

- Méthode de prévision naive

v2
it =

1

t

t∑

j=1

(yij − yit)
2 avec yit =

1

t

t∑

j=1

yij

- Modèles GQARCH univariés

yit = θi +
√
hit εit avec

hit = wi + αiyit−1 + γiy
2
it−1 + δihit−1

pour i = 1, ..., q

Pour chaque instant t, la prévision est donnée par la formule récurrente suivante :

hit+s/t = wi + θi(αi + γiθi) + (αi + γi)hit+s−1/t
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b) Méthodes pour la Comparaison des Modèles de Prévision

RMSE(v̂2
i ) =

√√√√
N∑

t=1

(
v̂2
it − v2

it

)2

MAPE(v̂2
i ) =

N∑

t=1

|v̂2
it − v2

it|

v2
it

MedSE(v̂2
i ) = Mediane

[
v̂2
it − v2

it

]2

Ces trois mesures seront comparées en utilisant un indice de performance inspiré de la
théorie de la décision, i.e. le critère de Savage-Niehans :

Perfi =

q∑

j=1

ECij − min
i

ECij

min
i

ECij

où EC est l’un des critères d’erreur que nous avons décrit ci-dessus.
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c) Résultats pour les différents critères

Critère RMSE (×103)

CHF FAM ARCH Naive

0.0495 0.0719 0.0565 0.0718
0.2054 0.2868 0.2898 0.2872
0.4484 0.6483 0.6463 0.6477
0.8050 1.1462 1.4573 1.1467
1.2478 1.8012 2.4248 1.7997
1.8040 2.5755 4.3316 2.5761

Critère MAPE

13.981 21.425 15.694 21.703
18.887 27.245 25.685 27.666
16.820 25.712 26.658 26.117
18.822 27.920 35.637 28.357
17.596 26.830 37.682 27.255
19.057 28.413 45.224 28.866

Critère MedSE (×104)

0.0006 0.0015 0.0006 0.0016
0.0177 0.0376 0.0236 0.0396
0.0580 0.1336 0.1132 0.1426
0.2175 0.5157 0.5642 0.5372
0.4363 1.0358 1.7383 1.1078
1.0408 2.5142 5.8246 2.6338

Indice Perf
0.0000 2.5881 4.1484 2.5870
0.0000 3.0026 4.4752 3.1400
0.0000 8.2730 10.566 9.0727
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Prévision de la volatilité par les différents modèles : *Volatilité réelle, *Modèle à Facteurs
GQARCH(1,1), *Méthode de prévision naive, *Modèle à Facteurs Standards, *Modèle
GQARCH(1,1).
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