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Introduction

Lorsqu’il s’agit de modéliser des phénomenes naturels, 1'utilisation de la loi nor-
male s’impose dans de nombreuses situations. Malgré cette prédominance bien jus-
tifiée, il est un certain nombre de phénomenes observés difficilement modélisables
par cette fameuse loi. C’est le cas, par exemple, de relevés sur des durées de vie de
matériels, de 'observation du nombre d’individus dans une population ayant telle
ou telle caractéristique, ou encore du décompte d’événements rares.

Ainsi, afin de permettre une analyse satisfaisante de données manifestement non
gaussiennes, les modeles linéaires classiques ont été étendus a la classe plus large de
modeles que sont les modeles linéaires généralisés.

Sur un autre plan, la modélisation des effets pouvant intervenir dans I’explication du
phénomene étudié s’est aussi enrichie. Il a été introduit la notion d’effet aléatoire, en
la distinguant de celle d’effet fixe. La partie explicative du modele s’est ainsi raffinée,
combinant linéairement ces deux types d’effets. La modélisation a effets aléatoires
est notamment tres usitée dans le domaine de la génétique animale.

La combinaison de ces deux types d’extension des modeles linéaires classiques a
donné naissance aux modeles linéaires généralisés a effets aléatoires.

Dans ce travail, nous nous intéressons a l’estimation des parametres de tels mo-
deles, et en particulier a ’estimation des composantes de la variance - parametres
de variance des effets aléatoires.

Pour répondre a la question de I'estimation de parametres dans des modeles,
la théorie statistique nous guide vers la maximisation de la fonction de vraisem-
blance. Or, dans notre cas précis, la distribution de la variable aléatoire modélisant
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le phénomene observé est difficile a décrire.

En effet, avec la présence des effets aléatoires, les modeles que nous étudions
englobent deux sources d’aléa. De ce fait, les hypotheses sur la distribution de la
variable a expliquer ne peuvent étre posées correctement que conditionnellement
aux effets aléatoires. Il est donc nécessaire, pour atteindre la distribution margi-
nale de cette variable, de lever le conditionnement. Dans les modeles gaussiens a
effets aléatoires, les regles de conditionnement de la loi normale rendent cette opé-
ration réalisable. Malheureusement ici, ce déconditionnement n’est pas chose aisée,
et constitue meéme la difficulté principale.

Certains choix particuliers de distributions pour la variable, les effets, ou les deux
simultanément, permettent cependant de contourner le probleme. Mais nous avons
voulu, dans notre travail, garder un point de vue global sur cette classe de modeles,
ainsi que 'hypothese classique de distribution normale des effets aléatoires.

L’élaboration de méthodes d’estimation va donc devoir faire face a ce probleme
du déconditionnement. Pour cela, différentes approches peuvent étre suivies qui
menent, en tout état de cause, a des méthodes non exactes, par le biais d’approxi-
mations réalisées a différents niveaux selon les raisonnements. Notre travail s’inscrit
donc dans un objectif d’étude et de mise en place de méthodes d’estimation. Ces
méthodes seront illustrées au cours du travail par des résultats de simulation.

Dans un premier chapitre, nous donnons une description précise des modeles
linéraires généralisés a effets aléatoires. Les différentes hypotheses concernant la
modélisation du phénomene observé sont présentées. Dans ce but, nous revenons a
la fois sur la particularité des modeles linéaires généralisés, ainsi que sur la notion
d’effet aléatoire. Ceci sera l'occasion de préciser en quoi ce dernier type d’hypotheses
differe, a nos yeux, des modeles linéaires généralisés avec “surdispersion”.

Ensuite, nous abordons dans les chapitres 2 et 3, I’étude de 'estimation de pa-
rametres au sein de ces modeles. Comme nous 1’avons signalé, selon les démarches,
des approximations sont effectuées a divers stades, depuis la définition du modele
conditionnel jusqu’a celle du modele marginal.

Dans un premier temps, au chapitre 2, c¢’est un point de vue conditionnel que
nous adoptons. En effet, nous commencons par nous intéresser a une linéarisation
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du modele, conditionnellement aux effets aléatoires. Cette linéarisation se réalise
par l'introduction d’une variable dépendante - technique propre a ’estimation par
maximum de vraisemblance dans les modeles linéaires généralisés simples. Le modele
linéarisé obtenu est alors traité comme un modele linéaire mixte, avec la particularité
cependant qu’une partie de la structure de variance est, dans certains cas, connue.
Nous désignons d’ailleurs ces modeles particuliers par modeles linéaires mixtes non
standards.

Cette méthode proposée permet, le cas échéant, de tirer partie de l'information
supplémentaire apportée sur la variance par certaines lois autres que la loi normale.

Elle s’avere proche d'une méthode proposée par SCHALL (1991), et relue par divers
auteurs. Cependant, elle incite a relacher quelque peu le conditionnement. Ce constat
nous amenera, dans un deuxieme temps dans ce chapitre, a comparer les diverses
approches existantes selon une échelle de déconditionnement que nous préciserons.

Dans le chapitre 3, nous prenons le point de vue opposé, selon cette échelle, a
celui du chapitre précédent. En effet, c’est dans un raisonnement marginal que s’ins-
crit ce chapitre. C’est-a-dire que la linéarisation est effectuée au niveau du modele
marginal et non au niveau du modele conditionnel.

Nous reprenons la démarche suivie par GILMOUR, ANDERSON, et RAE (1985). Nous
proposons d’étendre leur méthode, mise en place dans le cadre particulier d’un
modele binomial avec lien probit. Cette méthode s’appuie principalement sur la
construction, au niveau marginal, d’'une fonction de quasi-vraisemblance.

Elle a déja été étendue au cas d’'un modele de Poisson avec lien logarithmique par
FOULLEY et IM (1993). Nous la reprenons ici, en relachant en particulier une hypo-
these de travail concernant 1’homogénéité des variables sous-jacentes. Nous propo-
sons surtout un formalisme commun, qui permet d’envisager I’étude d’autres cas de
distributions ou de fonctions de lien selon cette démarche.

Le dernier chapitre, méme s’il tente toujours de répondre a la question de l'es-
timation, s’inscrit dans un cadre légerement différent. En effet, nous enrichissons a

nouveau les hypotheses de modélisation, pour introduire une notion d’hétérogénéité
dans les modeles linéaires généralisés a effets aléatoires.

L’'hétérogénéité recouvre, selon les auteurs, des sens variés. C’est pourquoi nous ex-
plicitons tout d’abord le sens que nous lui accordons ici et la modélisation a laquelle
nous nous intéressons. Elle rejoint d’ailleurs celle décrite par FOULLEY et QUAAS
(1995) dans le cadre des modeles linéaires a effets aléatoires, mais n’est cependant
pas classique dans celui des modeles linéaires généralisés a effets aléatoires. Elle
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concerne une hétérogénéité des variances des effets aléatoires.

Du point de vue de I’estimation, nous commencgons par nous intéresser au cas des
modeles gaussiens. L’introduction de I’hétérogéité implique que certaines démarches
usuelles ne sont plus directement envisageables. L’algorithme EM constitue alors
un outil essentiel. Nous étudions sa mise en place dans le cas homogene, et nous
verrons que, selon ’écriture du modele adoptée, il existe deux voies pour cela. Puis,
nous envisageons le cas hétérogene, pour lequel nous retrouvons la méthodologie de
FOULLEY et QUAAS (1995).

Pour finir, nous en venons a 1’objectif principal de ce chapitre, en nous placant dans
le cadre des modeles linéaires généralisés a effets aléatoires a variances hétérogenes.
Une mise en place directe de 1’algorithme EM se confronte aux mémes problemes que
ceux du déconditionnement, énoncés dans les chapitres précédents. Nous proposons
alors une méthode d’estimation, alliant les techniques de linéarisation du chapitre
2, et le travail précédent a ’aide de ce méme algorithme dans le cas linéaire.



Chapitre 1

Les modeles étudiés

1.1 Introduction

Nous pensons indispensable de débuter la présentation de ce travail par une défi-
nition précise des modeles — ou plus exactement de la classe de modeles — que nous
étudions. Les modeles linéaires généralisés a effets aléatoires — ou modeles
linéaires généralisés mixtes — constituent en effet un ensemble assez vaste de
modeles. Ils répondent a une démarche générale de modélisation qu’il nous semble
important de décrire. Mais ils englobent aussi différents points de vue possibles de
modélisation. C’est pourquoi nous tenons a énoncer les hypotheses que nous avons
adoptées, et ainsi a clarifier les termes que nous emploierons dans toute la suite.
Ceci nous permettra en outre de définir les notations utilisées tout au long de ce
document, et surtout par la suite de positionner notre travail par rapport aux tra-
vaux déja réalisés dans ce domaine. Nous adoptons la notation GL2M (Generalized
Linear Mixed Models) pour désigner ces modeles.

Les GL2M ont vu le jour dans les années 80. Ils sont a la croisée de deux types
d’extension des modeles linéaires classiques, notés LM (Linear Models). La pre-
miere est une extension en termes de loi et donne naissance a la classe des mo-
deéles linéaires généralisés, désignés classiquement par GLM (Generalized Linear
Models). La deuxieme est une extension en termes d’introduction d’effets aléatoires,
qui aboutit quant a elle a4 la classe des modeles linéaires mixtes, notés L2M
(Linear Mixed Models).

Ce chapitre est donc consacré, dans un premier temps, a une description de ces
deux classes de modeles: GLM et L2M. Nous nous arréterons sur la spécificité de
chacune d’elles. En prolongement des L2M, nous introduirons la notion de modeles
linéaires mixtes non standards, notés nsL2M (non standard Linear Mixed
Models). Cette nouvelle classe de modeles peut étre vue comme plus générale que



16 1.2 Retour sur les GLM

celle des L2M. Elle est constituée de modeles pour lesquels une partie de la structure
de variance est supposée connue. Elle trouvera plus particulierement sa justification
lorsque nous aborderons la question de ’estimation des parametres a partir du cha-
pitre 2.

Enfin, tout ceci nous conduira naturellement a la définition des GL2M, objet
d’étude principal de cette these. Nous illustrerons sur deux exemples ce type de
modélisation. Et nous verrons pour finir des extensions qui peuvent en étre données.

1.2 Retour sur les GLM

Nous revenons dans cette section sur l'origine des GLM et les hypotheses qui les
caractérisent.

1.2.1 Leur origine

Les premieres heures des modeles linéaires classiques remontent au début du
19™¢ siecle. Les données analysées alors par Legendre et Gauss, issues du domaine de
I’astrologie, sont essentiellement des mesures de quantités continues. En modélisant
les erreurs de mesure par une loi normale, ils développent la méthode des moindres
carrés. Gauss s’apercevra plus tard que c’est moins ’hypothése de normalité que
I’hypothése de variance constante et de données indépendantes qui justifie cette
méthode.

Dans les temps qui suivent et surtout au début du 2 siecle, sous 'impulsion
de Fisher notamment, d’autres types de modélisation sont mises en place. En effet,
la nature des données a alors changé. L.’analyse de données discretes sous forme de
comptage ou de proportions se développe. Les distributions de Poisson ou binomiale
s’ajoutent alors a la loi normale et enrichissent le panel des distributions disponibles
a la modélisation.

Oéme

La famille exponentielle permet de regrouper toutes ces lois et donne naissance a
une nouvelle classe de modeles. Ce sont les modeéles linéaires généralisés — GLM.
La terminologie est introduite en 1972 par Wedderburn et Nelder. Comme son nom
I'indique, cette classe de modeles généralise les modeles linéaires classiques. C’est
une généralisation en termes de loi de probabilité d'une part mais aussi en termes de
lien a la linéarité. Tout comme la remarque précédente de Gauss, I’hypothése sur la
distribution associée a chaque modélisation s’efface devant une propriété de linéarité
commune a tous les modeles et I'importance de la relation espérance-variance sur
laquelle nous reviendrons.

Cette classe des modeles linéaires généralisés permet donc I'analyse de données
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discretes, mais aussi de données continues comme des durées de vie, pour lesquelles
la loi normale n’est pas des plus adaptées. Elle a maintenant pris une place impor-
tante dans la modélisation statistique, trouvant son intérét dans différents domaines
d’application. MCCULLAGH et NELDER (1989) en font une présentation compléte et
plus récemment FAHRMEIR et TuTz (1994) élargissent cette présentation générale
a l'analyse de données multivariées.

Nous revenons sur les hypotheses posées par les GLM, en soulignant les enrichis-
sements apportés par rapport aux modeles linéaires classiques.

1.2.2 Les hypotheses du GLM

Trois hypotheses permettent de caractériser un GLM: la distribution (pour la
variable a expliquer), 'expression de la linéarité (mettant en jeu les variables expli-
catives) et le lien a cette linéarité (donc lien entre variable a expliquer et variables
explicatives).

e Distribution du vecteur aléatoire observé

On note y le vecteur de taille N des observations, réalisation du vecteur aléatoire
Y (variable & expliquer). On suppose que les composantes Y; (i = 1,..., N) de Y sont
indépendantes et distribuées selon une loi appartenant a la famille exponentielle au
sens de NELDER et WEDDERBURN (1972). C’est-a-dire que la fonction de densité
de la variable aléatoire Y; (par rapport a une mesure adaptée selon les cas discret
ou continu) s’écrit :

fv: (i, 0;) = exp {1/9%)(9)

(@) +C(yi,¢)} ;

ol 6; est un parametre canonique et ¢ un parametre de dispersion. Les fonctions b

et ¢ sont spécifiques a chaque distribution et la fonction a; s'écrit: a;(¢) = — avec
Wi

w; un poids connu associé a 1'observation i (poids différent de 1 lorsque les données

ont été groupées).

Cette famille de lois regroupe un certain nombre de lois dont les lois classiques :
binomiale, Poisson, normale, gamma, ... Dans le tableau 1.1 ci-apres, nous décrivons
pour chacune de celles-ci, I'expression du parametre canonique 6; en fonction des
parametres naturels de la loi, le parametre ¢ et les fonctions b et a; associées (la
fonction ¢ n’ayant pas un grand intérét par la suite, nous ne la mentionnons pas).
Pour simplifier la lecture du tableau, nous avons omis l'indice .
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0 b(0) a(¢)

B(Z’”)a Gzln(liw) bO)=In(l+¢") | =1, w=n; a(d)):%
P(\) | 6=In()) b(h) = €’ ¢=1, w=1; a(p)=1
Exp()) | 0= % b(6) = In(6) b=—-1. w=1: a() =-1
No?) 0= o) =% b=ct,  w=1: alg)=0’
Gla. )" | 6= MO =) o=, w=1: a(¢)=—

TAB. 1.1 — Paramétre canonique et fonctions a et b caractérisant les lois usuelles de
la famille exponentielle.

¢ proportions

1
b1a loi de densité f(z)

~ X T(a)

227 e™X 1g+ ()

Pour chacune de ces lois, I'espérance et la variance de la variable associée s’ex-
priment & l’aide des fonctions a; et b. En effet, soit L(6;y) = In(fy(y,)) la fonction
de log-vraisemblance. A partir des résultats classiques suivants:

{ E(g_g) =0 on obtient:
E(5%)+E((5)) = 0 '
EY) = V()
var(Y;) = a;(¢)b"(6;) .

Il est donc important de souligner qu’il existe une relation directe entre ’espérance
de Y;, que I'on note y;, et sa variance:

var(¥}) = as( O 0 () = 240 )

13

On désignera par la suite v = b"” o ¥'~! cette fonction de variance. Ainsi dans le
cas ou ¢ est connu, la variance des observations est contrainte a étre fonction de
I’espérance, ou encore la connaissance de p; implique celle de la variance. C’est un
point essentiel qui n’apparaissait pas avec la loi normale dans un modele linéaire
classique et une information supplémentaire que I’on tentera d’exploiter dans notre
travail. Nous donnons, dans le tableau 1.2, I’expression de 1’espérance en fonction
du (des) parametre(s) naturel(s), du parametre canonique ainsi que la fonction de
variance.
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f v(w)
B(n,m e’
P(N) A e’ o
1
Exp(A) A 0 —p?
N(p, %) f 0 1
1
g(aa )‘) al 5 _/Lz

TAB. 1.2 — Expression de l’espérance et de la variance des lois usuelles de la famille
exponentielle.

Notons enfin qu’étant donnée I’hypothese d’indépendance des composantes de Y, on
obtient la matrice de variance suivante ':

Var(Y) = {4 ai(¢)v(i) }i=1,..n -

Dans cette famille de loi, nous distinguons donc les lois ou le parametre ¢ est
connu (et vaut 1 ou -1): c’est le cas des lois binomiale, Poisson et exponentielle,
de celles ou il est inconnu et s’exprime a l’aide d’un parametre supplémentaire:
lois normale et gamma. Pourtant, dans certains cas, la modélisation fait intervenir
les lois de la premiere catégorie avec un parametre de dispersion ¢ inconnu. C’est
une modélisation particuliere qui prend en compte une surdispersion des données
(WiLL1AMS 1982), dans le cas précisément o, sur les données observées, la variance
ne semble pas varier en fonction de la moyenne selon la relation impliquée par le
modele adopté.

Dans ce travail, nous nous intéressons plus particulierement au cas ou # est le para-
metre d’intéret, ¢ est connu et o on ne fait pas intervenir de surdispersion.

e Introduction de la linéarité

Comme dans les modeles linéaires, les variables explicatives interviennent linéai-

1. On notera dans tout le document {4 a; };=1,... » la matrice diagonale A, de dimension n X n,
dont les éléments diagonaux sont définis par: Vi € {1,...,n}, A;; = a;. Par extension, on notera
aussi {q B; }i=1,... la matrice diagonale par blocs (avec k blocs) dont le i°™¢ bloc est la matrice
B;.
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rement dans la modélisation. On définit ainsi le prédicteur linéaire :
n=Xp,

ol 3 est un vecteur de parametres inconnus de taille p, et X une matrice N x p
connue, fixée par I’expérience.

e Fonction de lien

Le lien entre la ¥ composante de ce prédicteur linéaire et I’espérance de Y;
s’établit par I'intermédiaire de la fonction g (monotone et deux fois dérivable) ap-
pelée fonction de lien:

i = g(pi) -

Parmi toutes les fonctions de lien, celle qui permet d’égaler le prédicteur linéaire et le
parametre canonique est appelée fonction de lien canonique. Puisque n; = g(b'(6;)),
la fonction de lien canonique associée a une distribution donnée sera g = o' *.
Dans le tableau 1.3, nous avons indiqué les fonctions de lien canoniques associées
aux lois classiques.

B(n,)

g(x) = In(

P(A) Exp(A) N(p, o) Gla, A)

X

1_ x) g(x) = In(z) g(x) = é g(z) == g(z) = I

TAB. 1.3 — Fonctions de liens canoniques des lois usuelles de la famille exponentielle.

Dans le cadre des modeles linéaires cette fonction de lien n’était pas apparue puisque
la fonction de lien canonique associée a la loi normale est 'identité.

Ainsi les modeles linéaires généralisés sont rapidement décrits par ces deux
fonctions:
- celle spécifiant I'introduction de la linéarité : fonction de lien,
- celle spécifiant la relation espérance-variance : fonction de variance.

Nous abondonnons quelques temps cette catégorie de modeles, pour nous inté-
resser a un autre type de généralisation des modeles linéaires: les L2M.

1.3 Définition des L2M et L2M non standards

Nous nous intéressons dans un premier temps a la notion d’effets aléatoires
comme outil de modélisation. Puis nous verrons comment leur introduction dans
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les modeles linéaires classiques donne naissance aux L2M. Nous prolongerons enfin
cette définition des L2M a celle de ce que nous appelons L2M non standard.

1.3.1 La modélisation avec effets aléatoires

Dans tout relevé d’expérience, les données présentent une certaine variabilité.
L’intérét d'une étude statistique réside justement dans l’analyse de celle-ci. On ai-
merait pouvoir en déterminer la nature, I'importance, les sources, les facteurs, ...
C’est Fisher qui, au début de ce siecle, par sa méthodologie de ’analyse de la va-
riance, a réalisé des avancées dans ce domaine. Cette méthodologie tente en effet de
cloisonner les différentes sources de variation, et de répondre notamment a des ques-
tions sur la significativité de différences observées entre moyennes de sous-groupes
de données.

Les modeles a effets aléatoires constituent un moyen plus élaboré d’étudier
cette variabilité. Par 'introduction de ces effets dans la modélisation, on arrive a
préciser les diverses sources de variation. Mais qu’est-ce qu’'un effet aléatoire? Ré-
pondre a cette question nous oblige a opposer les deux natures possibles des effets:
effet fize / effet aléatoire. Au cours d'une expérience, différents facteurs sont soup-
connés affecter les résultats de 'expérience, donc les valeurs de la variable observée.
Les données relevées peuvent alors étre classées selon les différents niveaux de ces
facteurs. On distingue deux types de facteurs:

o les facteurs a effets fixes avec un nombre fini de niveaux. Les données se ré-
partissent sur ces différents niveaux. Et on aimerait justement en retirer une
information sur I'effet de chaque niveau sur la variable d’intérét.

e les facteurs a effets aléatoires avec un nombre infini de niveaux. Bien entendu
les données observées (en nombre fini) ne peuvent pas se répartir sur tous
les niveaux. Un échantillon de ces niveaux seulement est représenté. Dans ce
cas, la facon dont chacun des niveaux influe sur le résultat ne présente pas
d’intérét. Mais de I’échantillon aléatoire des niveaux, on aimerait connaitre la
part de variabilité induite par cet effet.

Ainsi l'introduction d’effets aléatoires permet de séparer la variation totale en deux
parties: la variation diie aux effets aléatoires et celle que 1’on affecte aux erreurs. On
est donc plus précis quant a son origine puisqu’on a introduit différentes composantes
a la variance.

Tentons d’illustrer ceci sur un exemple purement fictif. Imaginons que 1’on s’in-
téresse a l'effet de 3 types de médicaments sur des maux de téte séveres. On dispose
pour cela d'un échantillon de 12 personnes souffrant régulierement de ces maux de
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téte. Bt on donne a chacune un type de médicament de facon a ce que chaque type
soit administré a 4 personnes différentes. Pour chaque personne, on releve, apres
chacune de 4 prises du médicament (en 4 occasions différentes), le temps de dispari-
tion des maux de téte. On dispose donc d’un ensemble de 48 données concernant les
temps de disparition des maux de téte apres prise de médicament. Toutes ces per-
sonnes souffrent du méme mal mais chacune peut avoir une influence sur le résultat.
On a donc mentionné deux facteurs pouvant avoir effet : le médicament administré
et la personne concernée. Rappelons que ce qui nous intéresse ce sont les effets des
médicaments. Ainsi, chaque niveau du facteur médicament apparalt important et
I’on aimerait en mesurer I'effet sur le soulagement des maux du malade. Ce facteur
est donc considéré comme facteur a effets fixes. Au contraire, 1’effet de chacune des
personnes sur le résultat ne nous importe peu. Ces 12 personnes ne sont qu’un échan-
tillon de I’ensemble de toutes les personnes souffrant de ces maux. Ce qui est alors
intéressant c’est de mesurer la variabilité des données induites par ces personnes.
Ceci représentera une des composantes de la variation totale. Le facteur personne
est donc considéré comme facteur a effets aléatoires.

On peut tres bien imaginer une suite a cette étude en comparant la variabilité induite
par un certain groupe de personnes par rapport a un autre groupe (par exemple des
groupes selon le type d’activité professionnelle).

Bien entendu, les modélisations sont en réalité bien souvent plus compliquées,
croisant différents effets entre eux. De plus, il n’est pas toujours évident de savoir
si un effet doit entrer dans la modélisation avec une nature fixe ou aléatoire (se
référer a la discussion en p.15-16 de SEARLE, CASELLA, et Mc CULLOCH (1992)).
Mais cet exemple tres simple tentait uniquement d’éclairer les notions d’effets fixes
et aléatoires.

Les modeles mixtes contiennent donc ces deux types d’effets. Dans ces mo-
deles, nous nous intéressons a la fois a I’estimation de 'effet fixe ainsi qu’a celle des
composantes de la variance.

Il est important de souligner d’ores et déja que, dans tout ce travail, nous sommes
concernés par la mise en évidence des sources de variation, et l'identification des va-
riations induites par la présence d’effets aléatoires. Cette extra-variation correspond
donc a des hypotheses de modélisation de certains effets. Elle n’est pas de méme
nature que ce qui est pris en compte dans les modeles avec surdispersion. Dans ces
derniers en effet, on augmente la variance totale des données sans pour autant avoir
identifié la source de cette augmentation. Nous reviendrons plus précisément sur
cette remarque dans la section 1.4.1.
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1.3.2 Les hypotheses des L2M

Grace a cette notion d’effet aléatoire, les modeles linéaires classiques ne contenant
que des effets fixes ont pu étre enrichis et élargis. On les appelle alors modeles
linéaires mixtes — L2M. Une partie aléatoire vient s’ajouter a la partie fixe et I’on
peut alors leur associer le formalisme suivant :

Y= X8 + U¢ T (1.1)
~~ ~~
partie effets fixes  partie effets aléatoires

ou

e Y : vecteur aléatoire a expliquer, de taille NV, dont le vecteur des observations
y = (y1,...,yn)' est une réalisation,

e (: vecteur de parametres inconnus des effets fixes, de taille p, et X, de dimen-
sion N x p, sa matrice d’incidence supposée fixe et connue,

e ¢: vecteur d’effets aléatoire de taille q. En toute généralité, ce vecteur se dé-
compose en K parties £ = (], ...,&%)" ou K est le nombre d’effets aléatoires
considérés dans le modele. Chaque composante §; est un vecteur aléatoire de
dimension g;. Il est consitué des ¢; réalisations du jéme effet aléatoire, obser-
vées au sein des données (X7, ¢; = q).

Remarque : On confond ici, et on le fera par commodité dans tout ce docu-
ment, le vecteur aléatoire et sa réalisation.

Dans I'exemple des médicaments de la section précédente, nous n’avons in-
troduit quun seul effet aléatoire (K = 1): leffet personne. Il sera modélisé
par un vecteur de taille 12 ou 'on affectera une réalisation de l'effet a chaque
personne. Cela introduit une dépendance entre les 4 données relevées sur la
personne.

On suppose en général une distribution normale centrée réduite des effets
aléatoires, c’est-a-dire: Vj € {1,..,K} , & ~ N (0,074;). D’autre part,
Vi,j e {l,...,K}?*, & et & sont indépendants. Donc & ~ Ny (0, D) ot D est
une matrice diagonale par blocs: D = {, JJZAj }izt,k

La matrice d’incidence U, connue, est formée des différentes matrices d’inci-

dence U; de chaque effet aléatoire: U = [U; : ... : Ug]|. Elle se compose le
plus souvent de 0 et de 1. Dans les cas les plus simples, chaque ligne contient
un 1 et des 0, indiquant ainsi que la mesure concernée a été prise pour telle
réalisation (niveau) du facteur. Il arrive pourtant que cette matrice U soit plus
compliquée, les effets pouvant s’accumuler avec une intensité diminuant, par
exemple.
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e c: vecteur aléatoire d’erreurs de taille N. Puisque le modele considéré est
linéaire, la distribution de ¢ est: e ~ Ny (0,05V;). On notera aussi R = o2Vj,.
On suppose que Vj € {1,...., K}, ¢ et ; sont indépendants.

Sous ces différentes hypotheses, on notera aussi:
var(Y)= I = R + UDU',
K
= 03‘/(] + ZO'JQU]A]UJ’ .
j=1

Ce qui, avec Vj € {1,..., K}, V; = U;A;U}, donne:

1%

K
r=> oiV;.
j=0

La variation totale est donc scindée en plusieurs composantes que 1'on appelle com-
posantes de la variance.
Enfin, par les propriétés de conditionnement de la loi normale, on dispose aussi des
distributions suivantes? :

o Y|E~Ny(XB+UER) ,
L4 YNNN(Xﬂar) )

VY X4 R+UDU UD
*\ ¢ )TN 0 )’ DU D ’

o {|Y ~ N, (DUT (y— X3),D—DUT 'UD) .

Dans ce modele, le vecteur des effets fixes 3 ainsi que le vecteur des K + 1
parametres de variance 0? = (02, ...,0%)" sont inconnus et nous nous intéresserons

plus particulierement a leur estimation.

1.3.3 Les L2M non standards

Nous venons de donner la définition d’'un L2M. Dans ce type de modeles, il peut
arriver que certaines des composantes de la variance soient connues ; soit lors de la

2. On écrira abusivement dans tout le document Y| X pour signifier Y|X = z; mais nous utili-
serons malgré cela la réalisation = de la variable aléatoire X dans ’expression associée.
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réalisation de ’expérience, soit par la modélisation retenue. En effet, nous ’avons fait
remarquer dans le cadre des GLM, dans certains cas, la modélisation de ’espérance
impose celle de la variance. Cette idée propre aux GLM ressurgit ici dans le cadre
des L2M.

C’est une information supplémentaire importante qu’il est intéressant de prendre en
compte. C’est pourquoi nous définissons une nouvelle classe de modele : les modeles
linéaires mixtes non standards — nsL2M.

Leur définition ne differe de celle du L2M que dans la séparation des composantes
de la variance connues et inconnues. La matrice de variance Vy;, contient les premieres
et les secondes constituent le vecteur o? = (0%, ...,0%)".

Le modele s’écrit alors:

K
Y =XB+> U&§+

7=1
o Vje{l,..K}, & ~ N,(0,074;) avec o} inconnu,
et v~ Ny(0,Vy) avec V, connue.

En prenant V;; = 0, on retrouve la définition du L2M classique, qui apparait
alors comme cas particulier d'un L2M non standard.

Comme nous l'avons signalé, ces modeles trouveront plus particulierement leur
justification lorsque nous aborderons la question de I’estimation des parametres.

1.4 Les modeles étudiés: les GL2M

Il est maintenant temps de conjuguer ces deux classes de modeles (GLM et
L2M) pour définir les GL2M, notre sujet d’étude. Les hypotheéses qui leur sont
associées seront énoncées dans la premiere sous-section. Nous donnerons ensuite
deux exemples correspondant a une telle modélisation, avant d’en voir des extensions
possibles.

1.4.1 Les hypotheses des GL2M

De méme que les effets aléatoires ont été introduits dans les LM, ils peuvent
I’étre tout naturellement au sein des GLM pour donner naissance au modele linéaire
généralisé mixte. C’est alors dans ’expression du prédicteur linéaire, qu’une partie
aléatoire vient s’ajouter a la partie fixe. On additionne effets fixes et aléatoires sur
une méme échelle. Ainsi, en gardant les notations de la section précédente concernant
le vecteur des parametres d’effets fixes § et sa matrice associée X ainsi que le vecteur
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des effets aléatoires £ et sa matrice associée U, le prédicteur s’exprime de la facon
suivante :

Pour bien insister sur I'introduction des effets aléatoires dans ce prédicteur, nous

I’avons indicé par £. Nous conservons la méme hypothese de normalité sur £: & ~
N — 241

N(O, D) oulD = {d UjA] }]:1,~~~,K'

Remarque : De méme que nous confondons dans & le vecteur aléatoire et sa réali-
sation, 7¢ sera de nature aléatoire ou non selon les cas.

Nous avons insisté lors de la définition du GLM dans la section 1.2.2 sur I'im-
portance des deux fonctions de lien et de variance. Elles restent primordiales pour
les GL2M, mais cette fois-ci dans un raisonnement conditionnel a £. En effet, la
fonction de lien relie ici le prédicteur linéaire a I'espérance conditionelle (que nous
indigons également par ¢):

ne = 9(pe) o pe=E(Y|) .

Quant a la fonction de variance v, elle intervient ici dans ’expression de la variance
conditionnelle :

Vi € {1, .. ,N} , V&I‘(Y;|€) = ai(gb)v(ug,i) .

Enfin, c’est sur la loi de Y conditionnelle & £ qu’est formulée I’hypothese de
distribution. D’une part on suppose que, conditionnellement a &, les composantes
de Y sont indépendantes, on obtient donc la matrice de variance conditionnelle
suivante :

Var(Y[€) = {4 az’(@v(ﬂg,z‘) }i:l,...,N .
D’autre part, Vi € {1,..., N}, Y;|€ est supposée distribuée selon une loi issue de
la famille exponentielle.

Ainsi, conditionnellement a &, le GL2M conserve toutes les propriétés du GLM.
Par conséquent le GL2M se trouve principalement défini dans un raisonnement
conditionnel a £. C’est pourquoi il nous arrivera par la suite de le nommer modeéle
conditionnel. Il peut étre résumé de la facon suivante:

e les composantes de Y sont, conditionnellement a &, indépendantes et de loi
appartenant a la famille exponentielle,

e le prédicteur linéaire s’écrit : n; = X3 + U,

e l'espérance conditionnelle de Y est reliée au prédicteur linéaire par la fonction
de lien: ne = g(pe).
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Dans le cas de la loi normale (une des lois de la famille exponentielle), on retrouve
bien la définition précédente du L2M avec un lien identité. Ainsi, comme le LM
était un cas particulier des GLM, le L2M en est un des GL2M. Cependant il est
important de noter, comme nous ’avons vu en section 1.3.2, que pour les L2M, il
y a conservation de loi lors du passage des lois de Y€ et £, a celle marginale de Y.
Cette propriété est spécifique a la loi normale. Elle ne se retrouve pas pour d’autres
lois. Le L2M est donc un cas bien particulier de GL2M.

Le schéma suivant résume les quatre types de modeles présentés:
- les fleches horizontales représentent une généralisation en termes d’effets aléatoires,
- les fleches verticales représentent une généralisation en termes de loi et de fonction
de lien.

effets aléatoires

LM > [L2M
loi
GLM » GL2M

Nous revenons sur la notion de surdispersion et la remarque faite au 1.3.1. Comme
nous l'avons dit au 1.2.2, la surdispersion permet de modéliser une éventuelle varia-
tion inattendue des données par rapport au choix de loi réalisé (la loi imposant une
relation entre espérance et variance). Elle est introduite dans les GLM en permettant
au parametre ¢ de prendre d’autres valeurs que celle imposée par la loi considérée.
Si I’on voulait traduire cette hypothese en termes d’effets aléatoires, cela reviendrait
a introduire un effet (que nous nommons ci-dessous effet surdispersion) avec autant
de réalisations que de données: une par donnée. Nous tenons alors a souligner la
différence d’une telle modélisation avec les effets aléatoires que nous avons intro-
duits dans les modeles. Cette différence tient principalement a deux raisons. D’une
part, en introduisant cet effet surdispersion nous n’avons pas identifié la source de
la variation supplémentaire. Cela n’a pas répondu a un choix de modélisation d'un
certain facteur comme facteur a effet aléatoire. D’autre part, et c’est ce que nous
retiendrons surtout, les composantes de £ étant supposées indépendantes, le fait d’en
introduire une par donnée, conserve marginalement une indépendance des compo-
santes Y; de Y. Au contraire, les effets aléatoires que nous introduisons induisent une
dépendance entre ces composantes. C’est ce que nous avions évoqué sur ’exemple
des médicaments en disant que le fait d’associer une réalisation a chaque personne
traduisait une dépendance des 4 données relevées pour cette personne.

Nous illustrons cette modélisation GL2M sur deux exemples.
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1.4.2 Deux exemples

Permettant de modéliser des situations ou les données sont discretes notamment,
les GLM se sont grandement développés. Leur extension aux GL2M par I'introduc-
tion d’effets aléatoires a suivi naturellement. Nous présentons dans ce paragraphe
deux exemples issus de domaines d’application bien distincts.

1.4.2.1 Un exemple en génétique animale

En biométrie, les applications ol les GLM ont trouvé leur utilité sont multiples.
L’exemple que nous présentons est issu du domaine de la génétique quantitative.
Des données (non réelles), présentées par SHAEFFER et WILTON (1976) a l'origine
puis réutilisées par GIANOLA et FOULLEY (1983), illustrent ’étude de 1’évaluation
génétique pour la facilité de veélage. Nous reprenons ici cette expérience en modifiant
légerement les termes de la description.

Dans 2 troupeaux, des génisses et des vaches sont croisées a 4 peéres (taureaux)
donnant naissances a 20 veaux males et femelles. Pour chacun, on enregistre la
difficulté de vélage selon 2 catégories : facile/difficile. On note aussi I’age de la mere,
le numéro du troupeau et le sexe du veau. La variable d’intérét est donc 'information
lide a la difficulté de vélage qui peut prendre 2 valeurs possibles (elle est donc
discrete).

La modélisation retenue considere les effets fixes suivants:

e A:Dage de la meére a 2 niveaux: A; (génisse), Ay (vache),
e T: le troupeau d’origine a 2 niveaux: T}, T5,

e S: le sexe du veau a 2 niveaux: S; (male), Sy (femelle),

et comme effet aléatoire P, le pere dont on observe 4 réalisations: Py, P, P3, P;. On
suppose que P ~ AN(0,0?) et on ne cherche pas & connaitre I'effet de chacun des 4
niveaux observés mais plutot a estimer o2, la variabilité die a cet effet.

En considérant :

= (A1 +T1+ 51,4 —A,T,—T,,5 -5,
6 - (Plap2ap3ap4),7

les matrices d’incidence X et U s’obtiennent simplement. On peut alors écrire le
prédicteur linéaire sous la forme:
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Conditionnellement a &, les composantes de Y sont considérées indépendantes et
distribuées selon une loi de Bernoulli:

Vie{1,...,20}, Yil§ ~ B(pe,i)

pour laquelle on a alors: E(Yi|€) = pe.i-
Plusieurs fonctions de lien sont envisageables dont :

- le lien logit (lien canonique): Nei = 109(71 Pe,i ),
— D¢,i

- le lien probit: ne; = ® (pe;) (P désignant la fonction de répartition de la loi
normale centrée réduite).

Le modele adopté est donc un modele linéaire généralisé a un effet aléatoire.
Dans ce genre de situation, on peut tres facilement imaginer un prolongement de
modélisation avec deux effets aléatoires. On considere par exemple des taureaux issus
de deux races différentes. L’effet aléatoire associé au taureau peut alors se découper
en un effet P; du a la race 1 et P, du a la race 2. Chacun serait distribué avec son
propre parametre de variance: P, ~ N(0,0?), P, ~ N(0,02). Ainsi, a I'aide des
estimations des deux composantes de la variance o? et 02, on pourra comparer les

races 1 et 2 par exemple.

Ce type de plan d’expérience sera utilisé en de nombreuses occasions dans les
chapitres suivants pour des simulations.

1.4.2.2 Un exemple en fiabilité des logiciels

On s’intéresse a la modélisation de 'amélioration stochastique d’un logiciel par
des corrections apportées a chaque défaillance.
Pour cela, on note Vi > 1:

e Y, : la variable aléatoire temps inter-défaillance. C’est le temps séparant la
panne ¢ — 1 de la panne 1.

e A;: la variable aléatoire positive représentant le tauz de panne juste avant la
panne 1.

On observe les temps inter-défaillances. La loi adoptée pour modéliser ces temps
inter-défaillances est la loi exponentielle :

Vie{l,....,N}, YilA; ~ Exp(\) .

De plus, on fait I’hypothese que les composantes Y; conditionnellement a A; sont
indépendantes.
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A chaque panne, les corrections vont modifier le taux de panne pour la défaillance
suivante. Ici, on considere des corrections stochastiques; ce qui entralne un taux
de panne de nature aléatoire. Nous supposons que les corrections a la panne ¢ se
traduisent par l'application d’un facteur multiplicatif. On obtient alors un modele
oll les taux de défaillance sont proportionnels:

Nip1 = Ci\; .

Lorsque C; < 1, la correction est efficace, il y a accroissement de la fiabilité.
Ce coefficient multiplicatif est plus précisément écrit sous la forme:

C; = exp(—Q;) ol Qi=0+& et & ~N(0,0%).

Ainsi, l'effet ); des corrections est réparti de facon normale autour d’un effet moyen
6 avec une variance o2 inconnue.

Finalement, en prenant A; = A, on aboutit a:

Vi>2, A; = exp[ln(A) — (i — 1)0 — Sfj] :
j=1

Ce modele est appelé LPM (Lognormal Proportional Model) par ses auteurs
GAUDOIN, LAVERGNE, et SOLER (1994). A Taide de N observations de pannes
successives, on estimera les parametres 3 = (In(\), —0)' et o?. L’effet aléatoire in-
troduit dans ce cas correspond donc a la correction. On en observe N —1 réalisations:
€= (=& —En 1)

Les matrices X et U s’écrivent :

1 0 0 .0

1 1 0 ... 0

X = 2 v=11 1 o0 0
1 (N-1) 1 1 0

Remarquons que bien que que l'on ait introduit autant (excepté pour Y;) de réa-
lisations de l'effet aléatoire que de données observées, nous ne sommes pas pour
autant dans un cas similaire a celui de la surdispersion. Il existe ici en effet une
forte dépendance marginale des composantes Y; entre elle par le cumul progressif
des corrections. A ce sujet, il est possible de diminuer 'impact des corrections pas-
sées par un cumul dégressif. Il suffit pour cela de considérer un ensemble décroissant
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(@;)i=1,..n—1 d’entrées dans la matrice U pour obtenir :

0 S ()

ay 0 T

U = (5] ay 0 ... 0
aN-1 ... Q9 Q1 0

Pour résumer les hypotheses de ce modele, on a: Vi € {1,..., N} |
o 7; = 13+ ull (ol 2} et ul sont respectivement les ™ lignes de X et U),

o \; =exp(n;).

C’est donc bien un modele linéaire généralisé a un effet aléatoire (avec lien non
canonique: lien logarithme).

1.4.3 Des extensions possibles

Pour une grande part dans ce travail, nous avons choisi de nous intéresser aux
GL2M tels que nous les avons décrits en section 1.4.1. D’un point de vue pratique, ils
offrent déja de nombreuses possibilités de modélisation. Cependant, il en existe des
extensions tout a fait intéressantes. Et nous tenons dans ce paragraphe a évoquer
trois d’entre elles.

La premiere fait appel a la notion de surdispersion. Nous en avons déja parlé dans
les sections précédentes. L’'idée consiste a permettre au parametre de surdispersion
¢ de prendre d’autres valeurs que celle qui lui était imposée. Nous avons souligné
en quoi cette modélisation répondait a une démarche différente. Les modeles avec
surdispersion ont fait et font 1'objet de nombreuses études. Nous ne les étudions
pas spécifiquement dans ce travail méme s’il nous arrivera, au cours de I'exposé de
méthodes d’estimation, d’envisager ’éventuelle estimation du parametre ¢.

La deuxieme consiste en une remise en question de I’hypotheése de normalité des
effets aléatoires. En effet, depuis quelques années, certains auteurs ont commencé a
envisager d’autres distributions pour ces effets. Cependant, ils ne I'ont pas fait de
facon générale mais dans le cadre bien particulier d’'un modele précis avec des dis-
tributions spécifiques. Cela consistait bien souvent a prendre pour £ la distribution
conjuguée a celle de Y|, et permettait par 1a méme des manipulations mathé-
matiques plus aisées. Récemment, LEE et NELDER (1996) ont permis une avancée
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majeure dans ce domaine en définissant une nouvelle catégorie de modeles: les GLM
hiérarchiques (HGLM). A travers eux, dans un cadre général de GLM, ils offrent
de nombreuses possibilités de modélisation des effets aléatoires, regroupant celles
évoquées ci-dessus ainsi que ’hypothese gaussienne (réservée aux GL2M).

Ce choix concernant la distribution des effets aléatoires est donc un sujet actuel de
débat. L’hypothese gaussienne reste largement répandue, peut-étre parce que nous
y sommes plus familiés. Néanmoins, a nos yeux, elle offre surtout d’un point de vue
pratique ’avantage d’interprétations plus faciles.

Enfin, une autre extension possible conduit a la catégorie des GL2M hétérogenes.
Ces modeles constitueront le sujet d’étude du dernier chapitre de cette these. Il
existe plusieurs facon de faire entrer une hypothese d’hétérogénéité dans les GL2M.
En ce qui nous concerne, c’est sur les parametres de variance des GL2M classiques
(GL2M homogenes par opposition aux GL2M hétérogenes) que nous formulons cette
nouvelle hypothese. Nous reportons donc au chapitre 4 la description plus précise
de ces modeles.



Chapitre 2

Une méthode simple d’estimation
dans les GL2M

2.1 Introduction

Comme nous 1’avons présenté au chapitre précédent, ces GL2M que nous étudions
sont a la fois un prolongement des GLM et des L2M. L’aspect modélisation ayant
été décrit précisément, la question naturelle qui en découle est celle de ’estimation
des parametres inconnus. Ils sont de deux types. Il y a d'une part les parametres
d’effets fixes: le vecteur 3, et d’autre part les parametres de variance : le vecteur o2.

Dans ce chapitre, nous commencons par revenir sur les méthodes d’estimation :
- des effets fixes dans les GLM,
- des composantes de la variance dans les L2M.
En combinant ces deux types de techniques, nous serons naturellement conduits vers
une méthode d’estimation des parametres dans les GL2M. C’est une méthode simple
(dans sa présentation et dans son implémentation) que nous proposons et qui utilise
la double nature de ces modeles. Nous présenterons des résultats de simulations.

Bien entendu, d’autres travaux ont déja été réalisés concernant 1’estimation dans
les GL2M. En abordant le probleme sous des angles différents, des auteurs ont
proposé diverses méthodes d’estimation. Nous reviendrons sur celles-ci, en exhibant
les difficultés plus spécifiques des GL2M a ce sujet. Ceci permettra aussi de situer
la méthode que nous proposons par rapport a ces travaux.
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2.2 Estimation dans les GLM

Dans un premier temps, nous nous replacons donc dans le cadre des GLM et
nous nous intéressons a l'estimation de 3. Pour cela, nous décrivons la procédure
usuelle permettant d’atteindre 1’estimation par maximum de vraisemblance. Nous
donnerons quelques propriétés de cette estimation. Et enfin, nous nous arréterons un
instant sur la notion de quasi-vraisemblance introduite par WEDDERBURN (1974),
que nous utiliserons par ailleurs dans ce travail.

2.2.1 Estimation maximum de vraisemblance

Considérons un modele linéaire généralisé tel que nous I'avons décrit a la section
1.2.2. Au sein de ce modele, nous voulons estimer le vecteur des parametres (3,
de dimension p, coefficients de la combinaison linéaire des covariables permettant
d’expliquer le vecteur Y. Avec I'hypothese d’indépendance des coordonnées de Y,
la log-vraisemblance du vecteur des parametres canoniques 6, au vu du vecteur
d’observations y, est:

N N
yi0; — b(0;
L0y) = L) 4 0 = S L0 w)
i=1 ¢/wz i=1
Le lien entre 3 et 6 est décrit par la relation:
X3 =g(t(9)) .

Ainsi, cette fonction L, lue comme log-vraisemblance du vecteur de parametres (3,
peut étre dérivée par rapport a ses diverses composantes. On a alors:
Vie{l,.,N},Vje{l, .. p},

OL; on; Op; 00; OL; v 1 Ty —
0B; 0B; On; Ow;i 00; Vg () V'(0;) fw

A S B P
853' pat ) g’(ui)Qvar(Y}) g \Hi) \Yi — ;) -

Alinsi, en considérant la matrice:

¢
WB = {d Var(Yi)g'(,ui)Q }i:l,...,N = {d J”(Mz’)g'(ﬂz‘)Q }i:l,...,N )
(3
les équations du maximum de vraisemblance pour 3 s’écrivent :

o
xwit Sy —py=o0. (2.1)

dp
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o d dn,
o T P b = o ) Yo

Ce systeme d’équations n’est pas linéaire en (3, qui intervient a la fois dans les
matrices Wpg, T et dans le vecteur p. C’est pourquoi, il en est envisagé une résolution

itérative. L’algorithme itératif usuel mis en place pour cela, est ’algorithme des
scores de Fisher. Il procede aux itérations suivantes:

o0 1"\ oLt
t+1] — gl — -
ﬁt-l—l — ﬁt (E [{ 6585’}] ) aﬂ

— ﬁ[t} + (XIWﬁ_[}]X)_l XIWﬁ_[tI]Z_ZM (y _ M[t})

-1
= (XWX) Xk Al

dn't
u 2t = [ 4 =7 — yltl
ou 2" = X" + m (y I )

Remarque: Dans le cas d’un lien canonique, 1’algorithme des scores de Fisher est
identique a celui de Newton-Raphson.

Cet algorithme itératif peut étre relu de la facon suivante. Si 'on introduit le
vecteur dépendant défini par:

dn dn
= Ty —p)=XB+ —L(y—
23 n+du(y It) ﬂ+du(y 1)

les équations (2.1) deviennent alors:
X'Wyt(zs— XB)=0. (2.2)

ou I'on a pris soin d’indicer par  les quantités qui en dépendent.
Ainsi, le méme algorithme est décrit en résolvant itérativement les équations (2.2)
comme des équations normales. A chaque itération, la valeur courante de [ permet
le calcul de la matrice des poids Wy et du vecteur dépendant z3, et alors I'obtention,
par résolution de ce systeme linéarisé, d’'une nouvelle valeur de (3.

Cette réécriture (2.2) permet une interprétation de type linéaire, que nous ex-
ploiterons plus particulierement dans le cadre des GL2M. A [ fixé, en considérant
2g comme un nouveau vecteur de données et I3 comme une matrice de poids fixés,
on reconnait alors dans le systéme (2.2) les équations classiques des moindres carrés
généralisés associées au modele :

Zg:Xﬂ—f—e
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ot E(e) = 0 et Var(e) = Wjy. Puisque la i composante du vecteur aléatoire
Zsg=XB+¢'(n)(Y — ) apour variance: var(Zg;) = ¢'(p;)?var(Y;), Wy correspond
bien a la matrice de variance de Zj.

Ce modele présente deux particularités. D'une part, le vecteur a expliquer Zz n’est
pas observé. On en obtient des valeurs a chaque nouvelle valeur de [ et a I'aide des
observations y. Le vecteur z3 est donc recalculé a chaque itération. D’autre part, la
matrice des poids dépend aussi du parameétre a estimer. Ainsi, a l'itération [¢], pour
obtenir I'estimation [t + 1] de 3, on utilise en réalité la méthode des moindres carrés
généralisés dans le modele que nous notons M: Zgy = X5+ el ot E(el”) = 0 et
Var(ell) = Wi Ce qui est équivalent a estimer 3 dans le modele M par maximum
de vraisemblance apres avoir supposé une distribution normale et 'indépendance
des variables aléatoires Zg ;. Par la suite, nous appellerons ce modele MU modele
linéarisé.

Notons d’une part qu'un développement au premier ordre de la fonction de lien
gen pdonne g(y) ~ g(u)+¢'(n)(y—p) = z. C'est pourquoi zz peut étre vue comme
une approximation au premier ordre de g(y) en ug. Cette remarque peut étre utilisée
pour obtenir une valeur initiale a # en appliquant une procédure de moindres carrés
ordinaires sur g(y). Cette linéarisation est aussi présentée par certains (c¢f. ENGEL
et KEEN 1994) comme un développement de g autour de 3.

Cet algorithme a fait 'objet de divers commentaires et éclairages dont celui de
HiLLis et DAvis (1994).

En conclusion, nous retenons que 'estimation du maximum de vraisemblance de
( dans le GLM écrit sous la forme:

Y=g'n)+e ou EE) = 0
Var(e) = {4 a(d)v(p) ti=1,..n

est équivalent a l’estimation successive du maximum de vraisemblance dans le LM
MU défini & I'étape [t] par:

Zgn =mn+ elt ot E(e)=0 et Var(el) = Wi

2.2.2 Propriétés asymptotiques

Dans cette section, nous nous intéressons brievement aux propriétés asympto-
tiques de cet estimateur du maximum de vraisemblance. Pour cela, différentes hypo-
theses de travail peuvent étre envisagées qui dépendent du type de propriétés désiré
et des cas particuliers étudiés. Dans le cadre général des GLM, FAHRMEIR et KAUF-
MANN (1985) démontrent différents résultats dont nous retenons ici le théoreme sur
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la normalité asymptotique de Bn, solution des équations du maximum de vraisem-
blance pour un jeu de données de taille n. Ce théoreme repose sur des hypotheses
concernant les matrices hessiennes H,(/3) et d’information de Fisher I,,(3). Nous le
présentons ici dans le cadre d'un GLM avec lien quelconque, pour lequel I'unicité
du maximum de vraisemblance n’est plus assuré, excepté dans certains cas.

On note ici:

e L,(0;y): lalog-vraisemblance du parametre 3 associée au vecteur de données
y (de taille n).

e H,(f): la matrice H,(§) = —w.

opBos
e I,(f): la matrice d’information de Fisher I,(8) = E(H,(8)) = X'W;'X

o I'/2(B): la matrice vérifiant I'/2(3) IY/%(3) = I,(B) et que I'on suppose in-
versible d'inverse I71/2(f3).

e [y vraie valeur inconnue du parametre.

Considérons les deux conditions suivantes:

(C1):
0U Amin(In(Bo)) est la plus petite valeur propre de la matrice d’information

In(ﬂO)

(C2) :
V6 > 0,VAe RP/ ||\ =1
maxsev, s || 1, /2 (60) Ha(B8) I;*(Bo) — Idy|| "=5° 0, en probabilité sous la
vraie loi P et sous Pg,,
0t By = o+ 6 I;*(B,)' A,
et Va(8) = {8 € R*/||1;*(50)" (Bo — B)I| < 6}

Dans le cas du lien canonique, cette condition se réécrit :
(C2%):
V6 > 0, maxsev, (s) |1, /2(Bo) In(B) 1,"/*(Bo)' = Idy|| "=57 0
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FAHRMEIR et KAUFMANN (1985) démontrent alors le théoreme suivant :

Théoréme: Si les hypothéses (C1) et (C2) sont vérifiées, la suite des estimateurs
de mazximum de vraisemblance 3, est asymptotiquement gaussienne :

IY2(B0) (B — Bo) "=E5° N(0, Id,,), en loi.

L’estimateur du maximum de vraisemblance Bn est donc asymptotiquement gaus-

sien: NV(fo, (X'W;,' X)),

2.2.3 La notion de quasi-vraisemblance

Jusqu’a présent, nous nous sommes concentrés sur l'estimation par maximum
de vraisemblance. En effet lorsqu’il s’agit d’inférence, la théorie statistique accorde
une importance primordiale a cette fonction de vraisemblance. Cependant, tout en
relachant les hypotheses contraignantes des lois de probabilités, et en ne retenant
que les deux premiers moments et la fonction qui les relie, WEDDERBURN (1974)
propose de réaliser cette inférence grace a la fonction de quasi-vraisemblance.
McCULLAGH et NELDER (1989) consacrent tout un chapitre de leur ouvrage a
cette notion de quasi-vraisemblance. Nous y revenons succintement pour souligner
son intérét au sein des GLM. Et nous l'utiliserons particulierement au chapitre 3.

Relachant les hypotheses des GLM, nous supposons ici que:
e les observations sont indépendantes,

e le parametre d’intérét intervient dans la modélisation de I'espérance du vecteur
aléatoire observé: E(Y) = u(3),

e la matrice de variance de Y s'écrit: Var(Y) = {4 a(¢)v(u;) }ie1...n, ot Pon
retrouve une fonction de variance v, de méme que dans la définition d’un
GLM. En toute généralité, nous faisons apparaitre dans cette expression un
parametre ¢, qui lui ne dépend en aucun cas de 5.

On retient donc essentiellement les deux hypotheses fortes au sein des GLM, concer-
nant les deux premiers moments. En effet, dans certaines expériences, il peut s’avérer
difficile de décrire le mécanisme probabiliste mis en jeu. L’information nécessaire a
la construction de la fonction de vraisemblance fait alors défaut. C’est a ce moment
que la fonction de quasi-vraisemblance peut jouer un role intéressant.
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Cette fonction de quasi-vraisemblance est construite a partir des hypotheses ci-
dessus de la facon suivante.
Soit U; la fonction associée a la i*™¢ composante de y:

Yi — M
a(@)v(p)

On définit alors le logarithme de la fonction de quasi-vraisemblance, la log-quasi-
vraisemblance, par :

Ui(pis i) =

Qluy) = E/j”Ui(t;yi) dt
Mmooy —t
= X eem

1 i
Avec cette définition, puisque F(U;) = 0, var(U;) = ST g—g) =

, la log-quasi-vraisemblance va se comporter de la méme facon qu'une

et —F(

L
a(p)v(p)

log-vraisemblance.

Pour estimer le parametre (3, on cherche a annuler les dérivées de (). Autrement
dit, en notant :

- 0
up) =a'v (ya( @“) oo G=g% et V= {ao(m) b

on cherche 3 tel que Z/{(B) = (. Cette fonction U([) est la fonction quasi-score.
En utilisant un algorithme de scores de Fisher pour résoudre ces équations, on
obtient la procédure itérative:

(GVIAABY =GV (y — ulfy) .

Comme dans le cadre des GLM, en décrivant de maniéere plus précise le lien entre
it et 3, on peut alors préciser 'expression de la matrice GG. Pour cela, on note g la
fonction de lien considéré et h sa réciproque. On a u = h(n). Et on obtient:

G=KX ot K={;hp)},

les matrices K, et par conséquent G, dépendent de [3.
Le schéma itératif précédent peut alors s’écrire:

(XIWM_IX)ﬂ[H_H — X,WM_ICM ’
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avec C[t} — Xﬁ[t} + K[t}_l(y _ ,U/[t})
wlil = gl-tygi-1

On retrouve le méme type de procédure itérative que dans les GLM, pour I'esti-
mation par maximum de vraisemblance. On remarquera que ces équations corres-
pondent aux équations classiques d’estimation dans le modele linéaire ( = X3 + ¢
avec ¢ ~ N(0, ). Dans ce modele, les données sont réactualisées & chaque nouvelle
valeur de f3.

Il est important de constater que, si le choix de modélisation de la fonction de
variance v correspond a la fonction de variance naturelle associée a une loi de la
famille exponentielle, cette fonction quasi-score correspond alors a la fonction score,
dans le GLM défini par cette loi et la fonction de lien g. On retrouve ainsi les
équations (2.1). Et la solution 3 du maximum de quasi-vraisemblance correspondra
a l'estimation maximum de vraisemblance dans ce modele. Cependant, et c’est la un
intérét primordial, grace a cette notion de quasi-vraisemblance, il est aussi possible
d’envisager d’autres fonctions de variance que celles précisément associées aux lois
classiques. On peut alors poursuivre une inférence sans s’appuyer sur une hypothese
de loi de probabilité.

Enfin, cette notion s’étend au cas de variables dépendantes (c¢f. MCCULLAGH
et NELDER 1989). Elle a été étudiée par différents auteurs pour son extension a
I'estimation du parametre de dispersion (cf. DAVIDIAN et CARROLL 1988, GODAMBE
et THOMPSON 1989, ou encore NELDER et PREGIBON 1987). C’est dans ce cadre
que NELDER et LEE (1992) citent différentes situations pour son utilisation.

2.3 Estimation dans les L2M et nsLL2M

Apres ce retour sur 'estimation dans les GLM, nous nous intéressons dans cette
troisieme section a I’estimation des parametres au sein des L2M et nsL.2M. Alors que
la section précédente était consacrée a l’estimation des effets fixes, ici c’est davantage
I'estimation des composantes de la variance qui sera étudiée.

Depuis le début du 20°™¢ siecle, de nombreux travaux sur les L2M ont été réa-
lisés sous des formes et selon des approches différentes. SEARLE, CASELLA, et Mc
CuLLOCH (1992) y consacrent leur ouvrage. Nous présentons ici quelques unes de
ces méthodes ou algorithmes d’estimation : maximum de vraisemblance (ML — Maxi-
mum Likelihood), maximum de vraisemblance restreint (REML — Restricted Maxi-
mum Likelihood), I'algorithme EM (Expectation Maximisation) et une méthode dite
“de Henderson”. Ces méthodes s’appuient particulierement sur les hypotheses de lois
du modele. Ce qui dans d’autres approches n’est pas forcément nécessaire.
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Une particularité cependant dans cette section: nous verrons également si et com-
ment ces méthodes peuvent étre adaptées au cas ou des composantes de la variance
sont connues, autrement dit dans un nsL2M.

Enfin nous aborderons les propriétés asymptotiques de ces estimations.

Rappelons brievement les hypotheses du L2M décrit en section 1.3.2:
Y =X3+UE+¢ (2.3)
ol
o c ~ Ny(0,02Vp),

[ ] Vj € {1,,K} s 6] NNq].(O,O'jZAj).
Les &; sont indépendants entre eux et indépendants de ¢.
Alors & ~ Ny(0, D) avec D diagonale par blocs D = {4 07A; }j—1,. k.

On a donc:

o E(Y|) = Xp+UE,
var(Y|¢) = var(el¢) = var(e) = R=0Vp,

e EY) = Xgj,
var(Y) = R+ UDU’
= Y007V avec  Vje{l,..K}, V;=UAU,
On note 0 = (03,01, ...,0%)" le vecteur des composantes de la variance.

La fonction de vraisemblance, étant donné le vecteur y des observations, s’écrit :

1
f(B,0%y) = o)V [T exp{—% (y — XB)' I (y — XP)},

et la log-vraisemblance :

[(B.0%y) = =5 In(21) — 5In(|T) — 3(y = XB)' T~" (y — Xp) .

A T’aide de cette fonction de vraisemblance, nous envisageons dans un premier
temps l'estimation par maximum de vraisemblance.
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2.3.1 Estimation par maximum de vraisemblance
2.3.1.1 Dérivation directe des équations

En dérivant la log-vraisemblance ci-dessus, on obtient facilement!:

((0l(B,0%y)
5 XTI (y—Xp)
Vie{o,...,K},

ol(B, 0%y _ L _
PEE — ) - XTI - X)

Les estimateurs du maximum de vraisemblance (ML) de 8 et o* doivent donc non
seulement étre solutions du systéeme précédent lorsqu’on égalise chacune des lignes
a zéro, mais aussi vérifier 0§ > 0 et Vj € {1,..., K}, 07 >0.

Le systeme d’équations que ’on cherche a résoudre est le suivant :

tr(C'V;) = ¢y PV;Py j=0,.., K, (2:4)

{ X'T'X3 = X'Tly
ot P=T"1(1 - X(XT1X)1XT1.
Les équations de ce systeme sont résolues simultanément. La matrice I' intervient
dans la premiere équation concernant 3. Autrement dit, I’estimation de 3 est rela-
tivement transparente au fait que les composantes de la variance soient connues ou
estimées. Si une composante est connue, on reportera dans I' cette vraie valeur, si-
non on la remplacera par son estimation. D’autre part, les K +1 autres équations ne
sont pas linéaires en o2. On devra donc envisager une solution itérative au systéme

(2.4).

Cependant, méme itérativement, la résolution directe de ce systeme n’est pas ai-
sée. Plusieurs transformations peuvent en étre envisagées (dont celle de Hartley-Rao
(cf. SEARLE et al.)). L’une rapide et tres lisible conduit au systéeme (2.5) équivalent
a(24):

X'T-'X = X'T 1y

- B _ 2.5
(tr(Ctv;T IV}) )i,j:U,...,K : = (y’PVij)ij’m’K (25)

2
Ok

1. Rappelons pour cela les résultats (cf. SEARLE et al. (1992) p.456-475):

dloglAl . _, 9A. A 94
do3 = (4 30]2.)’et do? 4 60]2A '
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tr(C~'V;T~'T)

On a utilisé pour cela le fait que tr(T'~'V})
K

= Y oj tr(T Vil ') .
=0

Malgré cette nouvelle présentation, les équations ne sont toujours pas linéaires en
0%, du fait notamment de la présence de I' dans les membres des équations. Elles
permettent cependant de mettre en place tres rapidement un algorithme itératif
(qui ne sera pas forcément optimum). A partir de valeurs initiales de o2, on itére la
résolution des équations concernant les composantes de la variance jusqu’a conver-
gence, en résolvant le systeme linéaire a chaque étape. Puis a 1’aide des valeurs alors
obtenues, on résoud la premiere équation de (2.5) pour trouver ’estimation de [.
Cependant rien n’assure la positivité des estimations des composantes. Pour cela, si
lors d’une itération, I'estimation obtenue est négative, on forcera cette composante
a 0 (ou a une petite valeur positive); ce qui revient a annuler l'effet du facteur
correspondant.

Nous retenons donc que les estimations ML B et 62 dans un L2M vérifient :

XX B = X'T™'y
% (2.6)
SO . _ I DY D )
(tr(r ‘/ZF ‘/J) )i’j:U,..-,K 2 B (y P ‘/J P y)j:()’ K
Ok

~ ~

dans lequel f désigne I' ot 'on a remplacé ¢ par son estimation, et P=T"1(y—Xp)
dou Py=T""(y — Xp).

Regardons maintenant ce qui se passe dans le cas d'un nsL2M.

2.3.1.2 Adaptation au nsL2M

On suppose pour cela que of est connu et que, parmi les K composantes de la

variance, L. seulement sont inconnues. On réécrit alors le modele sous la forme d’'un
nsL.2M :

L
Y=X34+Y U+,

i=1
avec Var(¢) =V, connue et I = 37 02V, + V.
Dans une démarche d’estimation par maximum de vraisemblance, en annulant

les dérivées de la vraisemblance, on aboutit alors au systeéme (2.7), qui n’est autre
que le systeme (2.4) ou les lignes correspondant aux composantes connues ont été
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supprimées :
X'T'X3 = X'Tly
Vje{l,...,L}, (2.7)
tr(C'V;) = ¢y PV;Py.

C’est dans le passage équivalent a celui de (2.4) a (2.5), que l'on va prendre en
compte le fait que Vi, est connue. On obtient alors le systeme:

X'T'X 4 = X'T 'y

(tr(C'V;T ') Pl = (W PViPy—t(TTVIT), L(2'8)

i,j:l,...,L ° =1,0.
2

or,
Alinsi, ce systeme tient compte de I'information détenue sur une partie de la variance.
Comme précédemment, il sera résolu itérativement de facon a obtenir les estimations
ML des parametres d’'un nsL2M.

Pour terminer, remarquons que dans le cas on V;, = 0 et L =1 (cas d'un L2M
avec une seule composante de la variance), on a alors:

I' = J%VI ,
N
tr(F*VIF*lVl) =—,
01
y'Py-1y
yPViPy=—3 "

et I'on retrouve 67 =

Yy lly—=XBIE
N N

, I'estimateur du maximum de vrai-

semblance classique.

2.3.2 Estimation par maximum de vraisemblance restreint

Comme son nom l'indique, cette démarche d’estimation reste apparentée a celle

précédente du maximum de vraisemblance. Mais ici, on se focalise davantage sur
I'estimation des composantes de la variance. Pour cela, on fait disparaitre momenta-
nément les effets fixes pour ne maximiser que la partie de la vraisemblance concer-
nant les composantes et indépendante des effets fixes.
Cette méthode (REML), sous-jacente depuis le début des années 50, a été mise au
point de facon générale par Patterson et Thompson dans les années 70. On peut la
justifier selon plusieurs points de vue. Nous en évoquerons deux ici. Et nous verrons
ce a quoi elle aboutit dans le cas d'un nsL2M.
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2.3.2.1 Dérivation des équations

Afin d’éliminer la partie effet fixe, ce n’est pas directement sur le vecteur Y
que l'on va travailler mais sur une transformation de ce vecteur. On s’intéresse a
des combinaisons linéaires k'Y indépendantes et d’espérance nulle, aussi appelées
contrastes. Si rang(X) = p, il existe N — p combinaisons linéaires indépendantes de
la sorte. Elles sont regroupées dans la matrice K'. Puisque K'X = 0, on a alors
E(K'Y)=K'X3=0, Var(K'Y) = K'TK, et K'Y ~ Ny_,(0, K'TK).

Cela revient a projeter le modele sur 'orthogonal du sous-espace vectoriel engendré
par les colonnes de X noté X*. Ainsi, la matrice K est la matrice dont les N — p
vecteurs colonnes constituent une base de X+ alors K'X = 0.

Le modele projeté est donc:

K'Y - K'X3 + KUE + Ke |
dou K'Y = K'U¢ + K'¢
et Var(K'Y) = K'TK

)

Alors, I'estimation par maximum de vraisemblance restreint n’est autre que 1’es-
timation par maximum de vraisemblance dans le modele projeté. Pour établir ces
équations du maximum de vraisemblance pour les composantes, il suffit de reprendre
les équations (2.4), de supprimer la premiére ligne (celle des effets fixes) et d’effectuer
le changement de notation: ¥ — K'Y

Ui — K’UZ Z:L,K
Vi - KV,K i=0,.,K
' - KTK,
en sachant que K(K'TK)™'K’ = P. On obtient alors le systéme:

{tr(Pv;) = ' PV;Py i=0,..K. (2.9)

De méme que dans la section précédente, on envisage plutot une résolution itérative
du systeme équivalent suivant :

2
Og

(x(PViPV3))ic0, | = W PViPy)_y x (2.10)
ok
Ce systeme permet donc d’obtenir les estimations REML dans un L2M. Cette
méthode d’estimation a I'avantage sur la méthode ML de tenir compte de la perte
de degrés de liberté occasionnée par I’estimation des effets fixes. Apres avoir estimé
les composantes de la variance, il suffit alors de former la matrice r pour obtenir
directement l'estimation de (.
Remarquons, et ceci sera utilisé en d’autres occasions, que pour passer du systeme
ML au systéme REML, il a suffi de remplacer I'"! par P.
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2.3.2.2 Justification bayésienne de ces équations

Ces équations REML peuvent aussi trouver une justification dans un raisonne-
ment, bayésien. Pour cela, on reprend les hypotheses du L2M de départ mais en
donnant aux parametres 3 et o2 une nature aléatoire. On suppose des connaissances
a priori sur ces parametres, qui se traduisent par des hypotheses sur leur distribu-
tion. Dans tout ce paragraphe, on adopte la notation générique p pour désigner les
lois de probabilité.

En supposant a priori:
- les parametres indépendants,
- et une distribution uniforme (non informative) pour £,
on a:
p(B,0%) = p(B)p(a?) x p(o?) .
D’ou on obtient :
p(y|6,0%) o< p(Bly)p(y|o?) .

La fonction de vraisemblance est ainsi décomposée en produit de la loi a posteriori
de 3 et de la vraisemblance de o2,
D’autre part, en remarquant que: ||y—XJ|[2-1 = [[y—XB|[f-1 +[|5 0] R/ar(ﬁ)—l avec

B=(X'T"X) L X'T 1y, on peut alors écrire la fonction de vraisemblance sous la
forme suivante (ot I’on reconnait les deux parties de la décomposition précédente) :

L(B, 0% y) =
X'T-1X |2
(2m) "4 0

1
(27m) 5[ X'T-1X |3

[\

. ) R
exp{—§Hy—XﬁH%—1} X eXp{Hﬁ_ﬂH%/ar(B)fl}

densité a posteriori de [y

La vraisemblance “marginale” (celle de o?) aprés intégration sur 3 (puisque idée
est toujours de faire disparaitre les effets fixes) est alors:

1 1 .
L(o*y) = - exp{—=|ly — X0[f-1}
(0% y) e ETEXT X {=3! I=y;

et donc la log-vraisemblance :

N-—p
l(o%y) = —

~ ~

— = XA T (y= X

1 1
In(27) — 3 In(|T|) — Eln(\X'F_lX\)

Par dérivation, on obtient :
ol(c?; .
(gazy) :—%tr(PV}-) + %y'PVij j=0,.. K.

j
toujours avec P =T} — X(X'T'X)"'X'T1).

On retrouve donc le systeme d’équations (2.9) et le (2.10) qui s’en déduit.
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2.3.2.3 Adaptation au nsL2M

De méme que dans 2.3.1.2, on se place maintenant dans un nsL2M ou une partie
des composantes de la variance est connue. On peut alors adapter le systeme (2.10)
au cas ou L composantes de la variance uniquement restent inconnues. Pour cela,
dans le passage de (2.9) a (2.10), on utilise la propriété PI'P = P. On obtient alors
le systeme (2.11):

2
g3

(tr(PViPV;)) = (W PViPy—t(PViPVy))sy p (2.11)

t,j=1,...,L :
of

Si I'on envisage comme au 2.3.1.2, le cas ou Vi = 0 et L = 1, on obtient cette

oy Ny = X8I . . . .
fois-ci: o] = N—l’ I'estimateur du maximum de vraisemblance restreint
—-D
classique (estimateur non biaisé). On retrouve au dénominateur le fait que I'esti-
mation REML prend en compte la perte de degrés de liberté dans I'estimation des

effets fixes.

Un débat a eu lieu pour l'utilisation de I'un ou I'autre de ces estimateurs ML ou
REML. Nous ne reprenons pas ici ces arguments.
Dans la section suivante, nous nous intéressons plutot a 1'utilisation de I'algorithme
EM pour atteindre ces estimations ML ou REML.

2.3.3 Utilisation de P’algorithme EM

Les systemes (2.4) et (2.9) envisagés précédemment pour l'estimation ML (ou
REML) des composantes de la variance sont des systemes non linéaires avec con-
traintes. Outre le fait que rien ne nous assure la positivité des estimations pas a
pas, nous ne sommes pas non plus certains qu’ils ménent a un maximum global de
la fonction de vraisemblance. D’autres alternatives a la résolution itérative de ces
systémes ont été proposées. L’algorithme EM (Espérance - Maximisation) en fait
partie. Cette méthodologie a été mise en place par DEMPSTER, LLAIRD, et RUBIN
(1977). Appliquée aux L2M, elle constitue un outil permettant d’atteindre également
ces estimations ML ou REML.

Nous présentons ici rapidement cet algorithme dans notre cadre bien précis des
L2M. C’est dans le chapitre 4 que nous en ferons une description plus détaillée
et dans des termes plus généraux. Cependant, dans cette section, nous suivrons
davantage une démarche utilisant les notions de statistiques exhaustives.

Pour les L2M, l'idée est donc la suivante. Supposons qu’au cours de I'expérience
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on observe non seulement le vecteur y mais aussi le vecteur d’effets aléatoires £. On
forme alors le vecteur z = (y', &), que l'on appelle vecteur des données complétes
et qui regroupe toutes les observations. A T'aide de x, il s’agit ensuite d’obtenir des
statistiques exhaustives ¢(x) permettant de réaliser 'estimation de chacun des pa-
rametres d’intérét que l'on note ici de facon générique 6.

A ce stade, les effets aléatoires n’étant en réalité pas observés, on calculera 1'es-
pérance des expressions obtenues conditionnellement au vecteur des données réel-
lement observées y. L’estimateur du maximum de vraisemblance, ou maximum de
vraisemblance restreint, de 6 sera alors une fonction de ’espérance conditionnelle
des statistiques t(z): E(t(x)|y, ).

En pratique, cet algorithme se déroulera de facon itérative, chaque itération étant
constituée de deux étapes. A l'itération [t], partant de la valeur A1 du parametre:

e étape B calculer espérance conditionnelle E(t(z)|y, 0),

e étape M: calculer la nouvelle valeur du parametre ! en remplacant les
statistiques exhaustives par leur espérance conditionnelle obtenue a 1’étape
précédente.

Appliquons cela plus précisément pour I'estimation ML et REML.

2.3.3.1 Algorithme EM pour ML

Selon la démarche décrite précédemment, on complete le vecteur des observations
y par &, ..., {x. Sil’'on observait une réalisation du vecteur aléatoire §;, on estimerait

/‘Afl ) .
naturellement ¢} par 67 = éﬁ]qﬁ, et Bpar § = (X'V; ' X)7' X'V (y— 08, Usg)).

j
Cela correspond bien aux estimations obtenues en maximisant la vraisemblance
complétée. En effet, les propriétés usuelles de conditionnement de la loi normale

nous donne la distribution du vecteur des données completes z = [y, &}, ..., k]
Xp
. 0 . .
C’est une loi normale de moyenne p = ) et de matrice de variance?: ¥ =
0
2
r {T o;jUj4; }jzl,...,K
24 7T 24
{C JjAJUj }j:1,...,K {d JJAJ }j:1,...,K

2. On désigne par {, a; } la matrice A obtenue en superposant en colonne les éléments a; et par
{; a; } la matrice A obtenue en juxtaposant en ligne les éléments a;.
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Le calcul du déterminant et d'une décomposition de U'inverse de ¥ (cf SEARLE et al.
1992 p 450) aboutissent a:

K K
o X[ = TIl(e})%|4;]] x [T = > 07U;4;Uj]
J=1 j=1
K
[1[(e5)91A;]] x o VAl
j=1
K
[1[(c2)% | 4;]]  en notant gy = N, Ao = Vj et Up = Iy,
j=0
0 0
o Y1 — -1
0 {d O'LJQ }]:1 ..... K
+ ,I (T — iUQ-UjAjU’.)_l [ I —{,Uj }j=1,.K ] )
U b | 7 ZO0AL
La fonction de vraisemblance des données completes est donc:
(8,07 2) = —5(2%)111(%) -3 X;J(qj In(o?) +In(|4,))) - 5 Z%_J ]
= J= j= j

K
avec § =e =y — X3 - Ui,

Jj=1
Alinsi les estimateurs du maximum de vraisemblance basée sur les données completes

rATLE.
§4 & vje{0,..,K},
4

K .
X'V ' X)B =XV Hy = D Ui&)
=

52 —
J

sont :

Or, comme on ne dispose que d’observations de iy, EM propose de remplacer les
statistiques exhaustives f;Aj’lfj et y—Z]K:l U;&; par leurs espérances conditionnelles
sachant y et les valeurs courantes des parametres.

D’apres les résultats sur le conditionnement des variables aléatoires normales, on a:
vjie{0,...,K} :
Bly) = oAU (y - Xp)
E(AT'ly) = oj(y—=XB) T VT (y — XB) + tre(o] I, — o] Ui T UsA)
= a;-l (y—XB) TV, (y— XB) + quJQ- - J;-ltr(F_l‘/}-)

et B(Y =Y, Ui&ly) = y— S, a3Vl My — Xp)
y— (=)~ (y — X0)
= Xf+ oWl Hy—XpP)
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Deux schémas itératifs peuvent alors étre retenus: le premier donne a chaque pas des
nouvelles valeurs a chacun des parametres, le deuxieme itére uniquement pour des
estimations successives des sz, estimant 3 a la convergence. A partir des estimations
obtenues a I’étape m :

e Version 1:

QjO'JQ‘(erl) _ Uj(m)(y N Xﬂ(m))l F—l(m) V} F—l(m) (y _ Xﬁ(m))
+gion ™ — oML 1)

Xﬁ(m-l'l) — X(X/VU—IX)—lX/VU—l (Xﬁ(m) 4 Ug(m)VU V—1(m) (y _ Xﬂ(m)))

e Version 2:

a la convergence: XA =X (X'T1X)1X'T 1y

<

En considérant la situation de convergence ot f = AmtD = gm et 52 =
g2(m+1) 20m) " on peut montrer que I'on retrouve les équations du systeme (2.4).
L’algorithme EM fournit bien des solutions aux équations d’estimation du maximum
de vraisemblance.

=0

Cet algorithme constitue donc une alternative a la résolution du systeme (2.4).
Pourtant, certaines difficultés persistent. D’une part, cet algorithme peut s’avérer
tres lent. D’autre part, méme si on est str de faire croitre pas a pas la valeur de la
fonction de vraisemblance et de rester dans I'espace des parametres, cet algorithme
peut en pratique resté coincé en un maximum local de la fonction. Cela constitue un
probléeme important. C’est pourquoi, des auteurs ont proposé différentes extensions
a cet algorithme, qui tentent de contourner cette difficulté en lui permettant notam-
ment des sauts aléatoires (cf. MCLACHLAN et KRISHNAN 1997). Il existe aussi des
conditions théoriques sur la fonction de vraisemblance pour assurer la convergence
vers le maximum global mais qui sont difficiles a vérifier en pratique.

2.3.3.2 Algorithme EM pour REML

Il s’agit donc de reprendre l'algorithme EM pour ML mais cette fois-ci dans
le modele projeté. Mettant de coté I’estimation de /3, on utilisera donc la version 2
décrite précédemment. Dans le schéma itératif d’estimation, en utilisant la remarque
faite & la fin du 2.3.2.1, on remplace I'"! par P. On obtient ainsi 'algorithme EM
adapté au maximum de vraisemblance restreint. Cet algorithme a la convergence
atteint les solutions du systeme (2.9) sous les mémes réserves que précédemment.



2.3.3 Utilisation de ’algorithme EM 51

2.3.3.3 Adaptation au nsL2M

Certaines composantes sont maintenant supposées connues. Nous reprenons le
modele décrit au 2.3.1.2 ou la variance se décompose en L composantes inconnues
regroupées dans le vecteur o** = (0%, ...,07)’, et une matrice Vj connue.

Dans cette situation, adaptant la méthodologie EM, nous envisageons de compléter
le vecteur des observations par les vecteurs d’effets aléatoires §; correspondant aux
composantes inconnues uniquement. Nous réduisons ainsi le vecteur des données
completes par rapport a la section précédente. Et la log-vraisemblance complétée

s’écrit :

1B, 0% y) = —5(N +Zis1 45) In(2m) = 3251 (g5 In(03) + In(l4,1)) + In([ V)
ATV
_% JLZI - 032 .- %fovw &
J

avec fozwzy—Xﬁ—szﬂUjfj-

En dérivant cette log-vraisemblance par rapport a § et aux différentes composantes
de la variance inconnues 0]2- , j € {1,...,L}, on obtient les estimations du maximum
de vraisemblance pour les données completes:

(X’Vw_lX)BIZ lew_l(y - 25:1 Ujfj) )
\V/] S {1, ,L} 5 qj&f = ;AJ_ fj .

[’étape suivante consiste a en calculer les espérances conditionnelles aux données
observées y. Elles s’expriment ici de facon similaire a la section précédente :

Vi e {1, ...,Ll} ,
B(§A;'61y) = 0jy = XB)TVI ™ y = XB) + gjo] — ojtx(T7V])

EY -/ Ugly) = y—Xi,0ViT ' (y— Xp)
= y— (T =Vl ' (y— XP)
= XB+V, I (y—Xp).

On obtient alors I’algorithme :

Vi€ {1, L}, ol = gl (y — XpmyP-1my,p-1m(y — X gim)

Tl (M COR T
(XVX)F0D = XV (XA 4 VT 1wy — X))

De la méme facon, on adapte tres rapidement cet algorithme a l’estimation
REML.
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Remarquons que dans le nsL2M, le vecteur des résidus € a été remplacé par
V. Et alors que la matrice de variance résiduelle contenait précédemment un pa-
rametre inconnu a estimer, la matrice Vy ici est entierement connue. Pourtant,
précédemment & l'aide de y et de £, on réalisait aussi Uestimation de of. Ainsi, avec
=y, &,. ..., &, il est possible d’estimer K +1 composantes, ou plus exactement
K composantes et une résiduelle. Cela signifie aussi que lorsqu’une seule composante
de la variance est connue o2, le vecteur des données complétes n’est pas réduit. II
reste le méme.
Enfin, comme pour les autres cas, en considérant la situation de convergence ou
B = pmtl) = gm) gt 52 = g2m+1) = 52m) ces valeurs sont solutions des équations
de MV du nsL2M avec de nouveau les mémes réserves algorithmiques.

2.3.4 La méthode de Henderson

La derniere méthode d’estimation des composantes de la variance que nous en-
visageons ici se présente comme un sous-produit de la résolution des équations de
Henderson. La démarche n’est pas tout a fait similaire aux précédentes. En effet,
Henderson, au cours de ses nombreux travaux, s’est plus particulierement intéressé
a I'estimation du mérite génétique de certains animaux. Lors d'un processus de sé-
lection de taureaux par exemple, on cherche a déterminer, au vu des productions
laitieres des filles, le pere idéal pour la prochaine génération. Pour cela, on est amené
a prédire des réalisations non observées d'un effet aléatoire a I'intérieur d’un modele
mixte. Ainsi la prédiction de ¢ devient un élément important et indispensable a
I’étude. Cette prédiction sera seulement ensuite utilisée pour I’estimation des com-
posantes de la variance.

2.3.4.1 Les équations de Henderson

Plusieurs prédictions de & sont envisageables. Celle que nous considérons ici
est nommée BLUP (Best Linear Unbiased Predictor). Cette prédiction 5, fonction
linéaire des données sera non biaisée (E(€) = E(€)) et la meilleure au sens des carrés
moyens (pour toute matrice A symétrique, définie, positive F((€ — €)' A(E — €)) est
minimum).

Nous reprenons le L2M décrit au début de la section 2.3 comprenant a la fois
effets fixes (# parametre) et effets aléatoires (£ vecteur aléatoire). Dans ce mo-
dele, HENDERSON, KEMPTHORNE, SEARLE, et VONKROSIG (1959) ont proposé des
équations qui permettent d’obtenir simultanément la prédiction BLUP de ¢ et 'es-
timation BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) de (3 (estimation, notée ici 3,
équivalente au maximum de vraisemblance sous des hypotheses de normalité adé-
quates). Pour former ce systeme d’équations, la distribution jointe de Y et £ est
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maximisée en 3 et £. Ainsi apres avoir utilisé sa distribution pour construire la fonc-
tion de vraisemblance, £ joue ensuite le role de parametre. Cette distribution jointe
s’écrivant :

fy,8) =

1 1
N+q 1 1 eXp{__[(y - Xﬁ - US)IR_I(y - Xﬁ - Ué.) + f’D_lf]} )
r) F|RFDE 2

on en déduit le systeme d’équations:

X'R'X X'R'U Y ([ X'R'y (2.12)

UR'X UR'W+D! ) \URYy | '
Ces équations sont souvent appelées équations du modéle mizte (MME - Mixed
Model Equation). Les résoudre nécessite 'inversion des matrices R et D (souvent
diagonales) et de la matrice du systeme (d’ordre p+q). Remarquons que sans la
présence de D~! dans la partie inférieure droite de ce systéme, il correspondrait aux
équations du maximum de vraisemblance lorsque 1'on traite £ comme un effet fixe.
Donc par l'introduction de D~!, on prend en compte en partie la nature aléatoire

de &.
Ce systeme est équivalent a:

m—1 _ m—1
{XF X = XT 'y (2.13)

3 = DUT ' (y—XpB) = E(&y) .

Puisque (3 et € sont solutions de (2.12), elles le sont donc aussi de (3.2). Cependant
le systeme (2.13) nécessite l'inversion de I non diagonale et d’ordre N souvent plus
grand que p + q.

Ainsi, pour obtenir ’estimation BLUE de 3 et la prédiction BLUP de &, les équations
de Henderson constituent une alternative a l'inversion de I et a la résolution directe

de (2.13).

A Taide de ( et &, il nous reste maintenant a estimer les composantes de la
variance.

2.3.4.2 Estimation ML et REML par Henderson

Dans le systeme (2.12), les matrices R et D dépendent respectivement des va-
leurs o? et o%,...,0% toutes inconnues. L’estimation de ces composantes est donc
une nécessité. Pour cela, les valeurs de & et 3 obtenues par résolution du systeme
de Henderson, vont permettre de calculer les estimations ML et REML dans un
schéma itératif (HARVILLE 1977). C’est ce qui constitue un intérét supplémentaire
aux équations (2.12). En effet, a partir des systemes (2.4) pour ML et (2.9) pour

REML, on peut construire les procédures itératives suivantes :
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ML
1(m) -1 ¢(m)
Sy & A7 i1 K
j m ) R
a; — tlr(P](j )) (214)
amity Y Vo (y— XBm —Ugtm)
o = N
ot P=(I+UR'WUD)!
Pj; j¢™esous matrice de P.
REML
1(m) -1 ¢(m)
iy _ & A 1 K
i - ('m) ) .] D R
q; — tr(Qy5") (2.15)

S2mtD) YV (y — X B — pelm)
" N — rg(X)

N

ou

Q=(I+USUD)!
Qjj : 7°sous matrice de Q,
et S=R Y -XXRX)X'R1
Ainsi la procédure d’estimation alterne entre:
e pour des valeurs de o7 (fixant les valeurs de R et D), la résolution de (2.12),
et
e pour des valeurs de 3 et &, la résolution de (2.14) ou (2.15).
Notons que le systeme d’équations de Henderson peut étre légerement transformé
en posant & = D¢ de facon a éviter les problemes numériques liés a 'inversion de D
dans le cas d’estimation de 0]2- tres petits.

De facon équivalente, on peut aussi utiliser les schémas itératifs suivants:

ML
[ 1(m) 4—1 ¢(m)
iy _ & A7
J trc: ™)
R (2.16)
J .
o—§<m+1> _ (y — Xﬁ(m) _ Uf(m))z Vo—l (y — Xﬂ(m) _ U§<m))
trea;tor(m)
N - TK (g - = —

ot C* :est I'inverse de la matrice formée par les ¢ dernieres lignes et colonnes de

la matrice des coefficients du systeme de Henderson (2.12),
C3; + %M sous matrice de C*, correspondant au j*"¢ effet aléatoire.
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REML
s (m) 4—1 ¢(m)
iy & A
! q‘_tr(C};“))
J U?E::) (m)yr -1 (m) (m) (2'17)
e (= X UEMY V(= X3 — g
- tr(A.iIij)
N —1g(X) = Zii(g — —F ™)

- J

o C' : est la matrice formée des g dernieres lignes et colonnes de l'inverse de la
matrice des coefficients du systéme de Henderson (2.12),
Cjj + 79™*sous matrice de C', correspondant au j°° effet aléatoire.
Ce schéma itératif peut s’avérer plus utile d'un point de vue pratique. En effet, lors
de la résolution du systeme (2.12), les matrices C' et C* s’obtiennent facilement. Il
est notamment utilisé par SCHALL (1991).

2.3.4.3 Adaptation au nsL2M

Il peut étre pour cette méthode plus délicat d’envisager une adaptation au
nsL2M. En effet, la prédiction de £ étant un point central, la question se pose
de savoir si I'on désire obtenir des prédictions des effets aléatoires dont les compo-
santes sont connues. En supposant que non, la démarche est alors identique a celle
de 'algorithme EM. Le vecteur § intervenant dans le systeme est réduit aux &; dont
les composantes sont inconnues. Les matrices U et D sont naturellement adaptées
a ce nouveau vecteur £*. On s’intéresse donc a la vraisemblance jointe de (y,&*). Vi,
remplace R et le systeme s’écrit :

XV X XU BY_ XVl
UvVilxX Uviltu+D )\ ¢ Uvyly )

Ensuite, lorsqu’il s’agit d’obtenir les estimations ML et REML de 0** = (0%, ...,02)’,
on reprend les systemes (2.14) et (2.15), en les réduisant aux L composantes de la
variance inconnues :

1(m) ATl *(m)
ML, - VjE{l,---;L}; Uj?(erl) — 5] J %n) ,

é./.>k(m) Afl E*(m)
REML: Vje({l,..L}, of™" = 2L

q; — tr(ij )

La matrice V;, étant connue, il n’y a plus de variance résiduelle (comme o3 précé-
demment) & estimer.
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2.3.5 Propriétés asymptotiques

Lorsqu’on s’intéresse aux propriétés asymptotiques des estimateurs des compo-
santes de la variance, il faut étre vigilant vis-a-vis de la notion de grands échantillons.
En effet, a cause de la présence des effets aléatoires, les questions de limite doivent
étre manipulées avec précaution: N — +o0o ne dit pas comment ces données supplé-
mentaires se répartissent (nombre de niveau des facteurs, nombre de réalisations des
effets aléatoires ...). Bien souvent d’ailleurs, lorsque N — 400, p et ¢ augmentent
aussi. Ici, on se place a nombre de réalisations des effets fixé.

Sous des conditions de régularité concernant la fonction de vraisemblance, les
estimateurs de maximum de vraisemblance et maximum de vraisemblance restreint,
possedent des propriétés de convergence presque sure et de normalité asymptotique.
L’énoncé de ces résultats, les différentes conditions nécessaires et les démonstrations,
pourront étre trouvés dans RA0 et KLEFFE (1988), ou de fagon plus spécifique au cas
de I'estimateur ML dans SWEETING (1980) et de I'estimateur REML dans CRESSIE
et LAHIRI (1993) (selon les conditions adoptées, différentes nuances peuvent étre
apportées a ces résultat). On donne ici uniquement, dans les deux cas, les matrices
de variance asymptotiques, qui sont :

ML :
w[2] = ([2)
_ [(X’FIX)l y _10 _1]
0 2{tr(D= VT V) big=1, ]
REML :
w[2]= (2]
B [(XTOIX)I PPyt ]

2.4 Estimation dans les GL2M

Apres ce retour sur I'estimation dans les GLM en section 2.2 et dans les L2M (ou
nsL2M) en section 2.3, il est tout naturel maintenant de nous intéresser a la question
de l'estimation dans les GL2M. Pour cela, nous reprenons les hypotheses du GL2M
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décrites au 1.4.1. C’est plus particulierement sur I'estimation des composantes de la
variance que nous portons notre attention dans toute cette section.

Nous rappelons qu'un GL2M peut se résumer brievement par :

e conditionnellement a &, les Y; sont indépendantes et de loi appartenant a la
famille exponentielle,

e le prédicteur linéaire contient effets fixes et effets aléatoires: g, = X3 + U,
et I’on maintient I’hypothese de normalité sur £ faite au 1.3.2.

e on relie I'espérance mathématique conditionnelle p, = E(Y|{) au prédicteur
linéaire par une fonction de lien g: 7e = g(ue).

On dispose d’observations y; des Y; mais on n’observe pas les effets aléatoires &
réalisés au cours de 'expérience.

Dans cette section, nous présentons une méthodologie simple d’estimation tirant
profit de la double nature de ces modeles et utilisant a chaque étape les outils propres
aux GLM puis aux L2M. Nous reviendrons ensuite sur d’autres travaux déja réalisés
par divers auteurs. Et nous tenterons de comparer les différentes approches sur une
échelle que nous appelons échelle de déconditionnement.

2.4.1 Meéthode d’estimation proposée

La méthode que nous proposons se décrit en deux étapes. L'une s’inspire du fait
que le GL2M peut étre considéré comme ’extension d’'un GLM, I'autre le regarde
davantage comme l'extension d’un L2M. Ainsi, la premiere étape consiste en une
linéarisation conditionnelle a £ et analogue a celle utilisée dans les GLM. Le modele
alors obtenu est un nsLL2M. La deuxieme étape procede ensuite a I’estimation dans
ce modele linéarisé. Cette méthode découle donc tout naturellement de ce qui a été
présenté aux sections précédentes.

2.4.1.1 Etape de linéarisation

Dans un premier temps, on regarde donc davantage le GL2M comme extension
d'un GLM. Pour cela, on se place conditionnellement a &£. Si £ était un parametre
fixé, le modele considéré serait alors un GLM que l'on pourrait écrire:

Y = 971(775) +e€,

avec les hypotheses de lois conditionnelles adéquates. Sachant £, en reprenant alors
la démarche décrite au paragraphe 2.2.1 pour les GLM, on introduit la variable
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dépendante 2 = X+ UE + (y — pe)g'(11¢). Et on est ensuite amené a considérer
le modéle linéarisé que I'on note M :

Zﬁ}gZXﬁ—f—Uf—f—e,

o E(Zself) = Xp+UE
Var(Zsel§) = Var(el§) = Wpe.

En se placant conditionnellement a &, on a fait perdre momentanément a 1'effet
aléatoire sa nature aléatoire. Considéré comme une parametre, on pourrait alors
I’estimer par moindres carrés généralisés itérés selon la technique des GLM. Alors,
de méme qu’au 2.2.1, dans ce modele Mg, la variable dépendante Zg, n’est pas
observée mais calculée pour les valeurs courantes de ( et £ par:

zge = 9lme)  + (W—pe)g (ne) =~ g(y)
N + £ g'(1e)
= XB4+UE +  eg'(ne),

pouvant toujours étre vu comme un développement limité au premier ordre de g en
pe. La procédure de moindres carrés itérés utiliserait alors la matrice des poids ou
matrice de variance du vecteur des erreurs conditionnelle a & :

Wge = Var(eg'(ue)l€)
= {a ¢'(peq)?var(el€) } .

Ce qui dans le cas d'un lien canonique n’est autre que Wa e = {4 a(¢)g'(1¢;;) }. Ainsi,
on nommera plus précisément M, modéle linéarisé conditionnel. Dans le tableau
2.1, on trouvera l'expression de cette matrice de variance, pour les lois classiques
(mentionnées au premier chapitre) de la famille exponentielle et en considérant le
lien canonique associé.

Remarquons que dans le cas de la loi normale, lien identité, cette étape de linéari-
sation n’a bien entendu aucun effet. Le modele M, est le modele initial.

2.4.1.2 Etape d’estimation

C’est maintenant davantage 1’aspect extension d’un L2M qui prédomine. Dans
le modele linéarisé conditionnel M :

Zﬁ}gZXﬁ—f—Uf—f—e,
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lien canonique matrice variance conditionnelle
B(CLL’ il 9(z) = In(5 f ~) Wpe ={a nii(l J;(i(jf;;f)iy
PO) | gle) = () Wi ={a ~prve )
Eap() | gla)= - Wae = {u (X5 +U)? )
G0, ) | gl)=~ Wie = {a (X5 +UE)? }
N, o) | g(z)=x Wse={a0p }

TAB. 2.1 — Matrice de variance du modéle linéarisé conditionnel associé auz lois
usuelles de la famille exponentielle.

on redonne a & sa nature aléatoire et 'on plonge alors ce modele dans la structure
d'un L2M ou:

E(Zsele) = XB+UE
Var(Zgel§) = Wpe
et donc
E(Zs¢) = X§
Var(Zse) = UDU'  + E(Wgy)
- UDU' 4+ W
= [,

La matrice de variance des erreurs de ce modele linéaire mixte est donc Wy =
EWpse) = E({a ¢'(pei)*var(g;|€) }). Ce qui, dans le cas d'un lien canonique aboutit
aWs=E({qa(¢)g' (pe;) }). Cette fois-ci c’est la matrice de variance marginale qui
intervient. Et on fera référence a ce modele M par modéle linéarisé marginal.

Le modele M obtenu est un peu particulier dans la mesure ou la matrice de
variance W des erreurs e dépend des parametres modélisant I’espérance. On procede
donc a l'estimation de facon itérative. Nous décrivons I’algorithme dans la section
suivante. A chaque itération, les valeurs de zg¢ et Wjs sont calculées et on estime les
parametres du modele alors défini.

Cependant, il est important d’observer aussi que la matrice Wy n’introduit pas de
nouvelle composante inconnue a la variance, excepté pour le cas de la loi normale,
dont 'étude a déja été envisagée au 2.3, ainsi que le cas de la loi gamma ou le
parametre a inconnu intervient. Dans les autres cas (ou le parametre ¢ est connu),
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pour des valeurs fixées de 3 et o2, la matrice est totalement déterminée. Le modele
M s’écrit donc sous la forme d'un nsL2M a K composantes inconnues ol ¢ =
e et Vi, = Wj. Pour procéder a l'estimation des parametres dans ce modele, on
utilise alors les méthodes d’estimation adaptées au nsL2M. Le systeme REML adapté
s’écrit :

2
01

(tz(PV;PV;)) = (2he PViP2g¢ — tr(PV,PWp)) (2.18)

©j=1,...K i=1,...,K

2
Ok

que I’on pourra résoudre soit de maniere directe, soit par I’algorithme EM ou encore
par les méthodes de Henderson. Dans tous les cas, on utilisera donc les versions
adaptées au nsL2M.

L’estimation de [ est alors donnée par:

B=(XTIX) X' T L (2.19)

Dans ses travaux, SCHALL (1991) utilise la structure de variance: I'c = UDU’ +
W5 du modele linéarisé conditionnel. Ici, on remplace W, par Wz = E(Wsy) =
E({4 ¢'(pei)?var(e;]€) }). On relache donc un peu le conditionnement. Nous appro-
fondirons ce point a la section 2.4.2.

Dans le cas lien canonique et sous I'hypothese & ~ N(0, D) avec D diagonale par

blocs: D = {4 07A; }, ceci conduit au calcul de E({4 9 g'(peqi) }). Ce qui donne
s

les résultats exhibés dans le tableau 2.2 pour les lois Clalssiques de la famille expo-
nentielle.

Malheureusement, ce calcul de E(Wjp¢) n’est pas toujours réalisable analytiquement.
Nous voyons dans le tableau 2.2 qu’il ne pose pas de probleme particulier dans le
cas de lien canonique. Il est aussi possible de calculer cette matrice W3 dans certains
cas de liens non canoniques. Remarquons, par exemple, que pour la loi exponentielle
— lien log, ces deux matrices sont égales: W3 = Ws = Iy. Notons aussi et nous y
reviendrons que dans le cas de la loi normale (lien identité), on a Ws e = W5 = o3 Iy.

Ainsi, il apparait donc possible de tirer partie de 'information supplémentaire
apportée dans les GL2M par la fonction de variance. Elle implique en effet ici que
dans le modele linéarisé la matrice de variance des résidus est connue et donc une
composante de la variance est connue. Cependant, notons tout de méme que, si
jamais le parametre ¢ est inconnu, il nous est aussi laissé la possibilité de I’estimer
au meéme titre que les autres composantes de la variance.
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loi matrice variance margmale“ b
B(n,m 2UZA U’
(n ) Wg:{d—[ + ch((Xf); expzj ! ]}
2UZA U’
P(A) W5 = {a exp[=(X /) +Z DI

Jj=1 2

K
Eap() | Wa = {a (X0 + LolUu A )

G(a,\) | Ws={4a[(XB)?}+ Zam AU

7=1
N, 05) | Ws =A{aog }

TAB. 2.2 — Matrice de variance du modeéle linéarisé marginal associé aux lois usuelles
de la famille exponentielle.

“On note Uj; la i®me ligne de la matrice U;.
2

5 On note ch la fonction cosinus hyperbolique: ch(z) =

2.4.1.3 L’algorithme

L’algorithme va bien entendu suivre les deux étapes de linéarisation puis estima-
tion. Dans le systeme (2.18), la dépendance de P, Wjs et 25, aux valeurs courantes
des parametres suggere immédiatement un algorithme itératif.

Soient pl et %t = (O’%M, ...,a;(m)’, les valeurs obtenues a ’étape ¢, 'algorithme
effectue alors les pas suivants:

Pas 1: réactualisation des données: on calcule z[t“],

Pas 2: calcul de Wﬂm, ' et P,

le modele M : ZI1l = X3 4 U¢ + el est alors défini,

Pas 3: résolution du systeme (2.18) pour I'obtention de o2t+1],
Pas 4: & I'aide de (2.19), calcul de (glt+1),

puis incrémentation de ¢ et retour au pas 1.

On itere ce processus jusqu’a la convergence de 3 et o2
Différentes modifications peuvent étre envisagées a cette procédure. Par exemple :

e changer l'ordre des étapes,

e remplacer le pas 3 par: “on iteére la résolution de (2.18) jusqu’a convergence
de 027,
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Quoiqu’il en soit, on effectue toujours un va-et-vient incessant entre la constitution
du modele M (pour les données réactualisées 2 et avec la matrice de variance
W/Et}) et la résolution du systeme REML adapté. A chaque itération, le modele
linéarisé est donc modifié.

Cependant, cet algorithme n’est pas encore complet. En effet, I’étape de réac-
tualisation des données implique le calcul de:

S = X U+ (g =g () o =97 (XBY 1 UEY).

Il nécessite donc de donner non seulement des valeurs & G mais aussi & /8. Or, si
dans I’algorithme précédent, a chaque étape on dispose de nouvelles valeurs de [ et
o2, rien implique que 1’'on donne aussi des valeurs & &.

Dans le cas ou le systeme (2.18) est résolu par U'intermédiaire des équations de Hen-
derson, le probleme ne se pose plus puisque 'algorithme fournit naturellement des
valeurs pour £. Comme mentionné au paragraphe 2.3.4.1, ces valeurs correspondent
a E(€|z): € = DUT™'(z— X3) donnant & Détape ¢: lt+!] = DU'TH-1(;10 — x gl .

Sinon, plusieurs démarches sont envisageables :

e dans le modele Z = X3 + U¢ + e ou Var(e) = Wy, considérons (3 connu et
¢ parametre a estimer. Alors en réécrivant le modele: Z — X3 = UE + e, on
aboutit a I'estimation (méme si ici des précautions doivent étre prises quant a

emploi du mot estimation) nsuelle: £ = (U'W, 'U)"'U'W, ' (z — X ),

e un raisonnement similaire peut étre mené dans le modele linéarisé conditionnel
a:Z - XB=U{+eon Var(el§) = We.
Alors £ = (U'WyU)T'U'Wy i (2 — X ),

e on reprend, conditionnellement a £, le raisonnement menant aux équations de

Henderson: £ = DU'T;'(z — X3) on Te=UDU+ Wy,

e on peut aussi tenter d’approcher le calcul de E(£|y), ot y sont les données
d’origine. Mais ce calcul semble délicat.

Notons enfin, a ce sujet, que I'on peut aussi envisager de remplacer les données
réactualisées par d’autres valeurs ne nécessitant pas la connaissance de &. En effet,
nous avons remarqué précédemment que zg¢ apparaissait comme un développement
limité de g en pe. Ainsi, une valeur approchée de 25, peut étre g(y).

Enfin, en affinant ce raisonnement, on peut apporter une correction correspondante
au calcul de l'espérance du premier terme négligé dans le développement limité:

E (%g"(us))
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Autant de facon de résoudre le probleme de la réactualisation. Nous garderons dans
notre implémentation la résolution par les équations de Henderson puisque cette
méthode semble étre rapide et source de moindres problemes numériques.

2.4.1.4 Des résultats de simulation

Nous procédons a quelques simulations dans le cas des lois binomiales, Poisson
et exponentielle. Les plans d’expériences utilisés sont non équilibrés pour les effets
fixes comme pour les effets aléatoires. On inclut 4 réalisations de I'effet aléatoire et
3 niveaux d’effet fixe. Le vecteur des données simulées est de taille 36. On simule
200 jeux de données et I'on trouve dans les trois tableaux ci-apres les résultats des
moyennes et écarts-types des estimations obtenues pour différentes valeurs de o2, la
valeur de [ ayant été fixée en simulation a 3 = (0, —1, 2)".

e Cas binomial - lien logit

Tableau 2.3 suivant.

e Cas Poisson - lien log

Tableau 2.4 suivant.

e Cas exponentiel - lien log

Tableau 2.5 suivant.

On constate dans ces trois situations un bon comportement général de cette
méthode, que ce soit pour l'estimation des parametres d’effets fixes ou pour celle
des parametres de variance. Bien entendu, plus la valeur simulée de la composante de
la variance est importante, plus la précision de ces estimations diminue en ce sens ou
les écarts-types augmentent. On peut noter une légere surestimation de la variance
dans le cas exponentiel et en particulier pour une valeur faible de o = 0.05. Dans
ce cas précis, c¢’est pour une distribution binomiale que les estimations s’averent les
meilleures avec les écarts-types plus faibles.
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Valeurs estimées

Valeurs simulées o2 3

o2 =0.05 moy. 0.0543 —0.0194 —1.0215 2.0001
e.t. 0.0487 0.1166 0.1316 0.1567

0> =0.5 moy. 0.4763 0.0017 —0.9956 2.0177
e.t. 0.4214 0.3627 0.3680 0.3775

o’ =1 moy. 1.0505 —0.0376 —1.0463 1.9499
e.t. 0.9429 0.4740 0.4803 0.4945

o2 =1.5 moy. 1.5376 —0.0428 —1.0513 1.9666
e.t. 1.2639 0.6320 0.6450 0.6479

o2 =2 moy. 1.9848 —0.0061 —1.0234 2.0157
e.t. 1.7356 0.7341 0.7501 0.7478

TAB. 2.3 — Résultats d’estimation par la méthode proposée sur 200 simulations :
modele binomial - lien logit.
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Valeurs estimées

Valeurs simulées o2 3

o2 =0.05 moy. 0.0931 —0.0517 —1.1033 1.9833
e.t. 0.0991 0.2887 0.5986 0.1841

0> =0.5 moy. 0.6062 —0.0647 —1.1207 1.9502
e.t. 0.6435 0.4888 0.6983 0.4421

o’ =1 moy. 1.0675 —0.0907 —1.1382 1.9494
e.t. 1.0052 0.6203 0.8268 0.5901

o2 =1.5 moy. 1.6859 —0.0957 —1.1855 1.9492
e.t. 1.4196 0.6859 0.8892 0.6396

o2 =2 moy. 1.8989 0.0948 —0.9267 2.1591
e.t. 1.4093 0.7672 0.8940 0.7088

TAB. 2.4 — Résultats d’estimation par la méthode proposée sur 200 simulations :
modele Poisson - lien log.
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Valeurs estimées

Valeurs simulées o2 3

o2 =0.05 moy. 0.1363 —0.0562 —1.0633 1.9509
e.t. 0.1289 0.2640 0.3314 0.3641

0> =0.5 moy. 0.6049 —0.0856 —1.1343 1.8952
e.t. 0.5310 0.4497 0.4499 0.4533

o’ =1 moy. 1.0928 —0.1228 —1.1205 1.8266
e.t. 0.9353 0.5716 0.5493 0.6410

o2 =1.5 moy. 1.5282 —0.1300 —1.1316 1.8292
e.t. 1.2857 0.6660 0.6800 0.7140

o2 =2 moy. 2.0458 —0.1014 —1.0839 1.8535
e.t. 1.7155 0.7009 0.6877 0.7984

TAB. 2.5 — Résultats d’estimation par la méthode proposée sur 200 simulations :
modele exponentiel - lien log.
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2.4.2 D’autres démarches pour ’estimation

Nous donnons un apercu des travaux déja réalisés avant de nous arréter sur deux
de ces méthodes: Schall et GAR (du nom de leurs auteurs). Nous tenterons ensuite
de les comparer a la méthode que nous venons de proposer.

2.4.2.1 Un apergu des travaux déja réalisés

La question de l'estimation des effets fixes et des composantes de la variance
dans les GL2M a été considérée par de nombreux auteurs dans des travaux tres
dispersés. Elle continue de susciter beaucoup d’intérét et de faire 'objet de nom-
breuses publications. D’une part, peut etre, parce que l'intéret pratique de ce type
de modélisation est grandissant. D’autre part, semble-t-il, il n’est pas une méthode,
s’il devait en exister une, qui fasse réellement 'unanimité. A notre connaissance,
aucun ouvrage a ce jour n’a permis d’unifier et de comparer les différents travaux
réalisés et leurs enjeux.

C’est pourquoi il semble difficile de faire un descriptif global et général de ces tra-
vaux. Et nous n’en donnons ici qu'un bref apercu.

Parmi ces travaux, il en est un certain nombre qui ne concernent souvent qu’un
cas particulier de loi au sein de la famille exponentielle (souvent le cas de la loi
binomiale pour des données binaires) ou une modélisation particuliere des effets
aléatoires (surdispersion ou effets aléatoires emboités par exemple). Moins nom-
breux sont ceux qui s’intéressent a ces modeles de facon générale. Citons tout de
méme SCHALL (1991), BRESLOW et CLAYTON (1993) et plus récemment encore
McGILCHRIST (1994) ou ENGEL et KEEN (1994). Et c’est plus dans cette optique
générale que nous nous placons ici.

Comme nous 'avons déja évoqué a la section 1.4.1, un GL2M est correctement
défini conditionnellement aux effets aléatoires £. C’est ce qui constitue 1’obstacle
principal & la mise en place de procédures d’estimation dans la mesure ou ces effets
aléatoires se réalisent au cours de l’expérience et ne sont pas observés. Cet obs-
tacle est d’autant plus important que I'on cherche a estimer des parametres (les
composantes de la variance) de leur distribution. Les approches adoptées par les
divers auteurs peuvent alors se différencier selon leur facon de lever ce conditionne-
ment, ou encore par leur degré de déconditionnement comme nous le verrons plus
particulierement au 2.4.2.4.

Une démarche de déconditionnement complet consiste en ’obtention de la fonc-
tion de vraisemblance marginale et en sa maximisation. Puisque 1’on ne connait
que la loi des observations conditionnellement aux effets aléatoires, la fonction de
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log-vraisemblance des parameétres 3 et o2 s’obtient par intégration :

D60y = o, TTFOF(E). (2.20)

Ce calcul d’intégrale multiple est numériquement tres exigeant. Et malgré le dé-
veloppement des capacités informatiques, il est difficilement pratiquable en toute
généralité. Nous écartons ici les modélisations ne correspondant pas aux hypotheses
décrites au chapitre 1, en particulier celles ou la distribution des effets aléatoires est
choisie conjuguée a la distribution conditionnelle de Y de sorte que ce calcul intégral
ne pose pas de probleme. De facon générale, ce calcul est donc peu envisageable.
Dans certains cas cependant (surdispersion, effets emboités), cette intégrale multiple
peut étre scindée et on peut alors en envisager une approximation numérique telle
que la quadrature gaussienne par exemple. Cette démarche a été adoptée notam-
ment par ANDERSON et AITKIN (1985) pour des données binaires.

En dehors de ces cas particuliers, d’autres approximations de la vraisemblance
marginale (2.20) ont été pratiquées: approximation de SOLOMON et Cox (1992),
approximation de Laplace pour la définition d’'une quasi-vraisemblance pénalisée
(BRESLOW et CLAYTON 1993). Cette derniere démarche ne correspond pas réel-
lement a un déconditionnement au meéme titre que celui de ’approximation par
quadrature gaussienne. Fn effet, plutot que de faire disparaitre les effets aléatoires,
la quasi-vraisemblance pénalisée en définitive rajoute un terme les concernant.

Puisque la distribution marginale des observations est difficile a atteindre, une
autre facon de raisonner sur un modele marginal associé est la suivante. Sans aller
jusqu’au calcul de la loi marginale, on s’arréte au calcul des deux premiers moments
marginaux : ’espérance et la variance “déconditionnées”. Cela permet ensuite 1'uti-
lisation de méthodes de quasi-vraisemblance. C’est ce que font , dans le cas de
données binomiales GILMOUR, ANDERSON, et RAE (1985), dans le cas de données
poissoniennes FOULLEY et IM (1993), ou encore BRESLOW et CLAYTON (1993) en
définissant une quasi-vraisemblance marginale. Nous reviendrons sur cette métho-
dologie que nous proposons d’étendre a d’autres types de lois et d’autres fonctions
de lien au chapitre 3. Mais c’est un calcul qui s’avere aussi délicat dans un cadre
tres général.

La méthode proposée par SCHALL (1991), quant & elle, débute par un raisonne-
ment conditionnel pour effectuer une linéarisation du modele. Ainsi replongé dans
un cadre linéaire, le probleme du calcul intégral est alors contourné. Nous revenons
plus longuement sur cette méthode dans la section suivante. La démarche menée par
MCGILCHRIST (1994) s’inscrit aussi davantage dans un raisonnement conditionnel
puisque c’est la vraisemblance jointe que I'on cherche a maximiser apres approxi-
mation. On n’aborde pas directement le déconditionnement. C’est le méme type
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de démarche que celle menée par Henderson dans le cas linéaire (cf. 2.3.4) pour
construire ses équations.

D’autres approches encore ont été développées. L’algorithme EM a été utilisé

dans des cas particuliers de modélisation des effets aléatoires (ANDERSON et HINDE
1988) ou de lois (HINDE 1982). Au chapitre 4, nous décrirons plus précisément les
limites de cet algorithme dans le cadre des GL2M.
Des raisonnements bayésiens ont été mis en place, notamment pour des données
binaires ou a catégories ordonnées (GIANOLA et FOULLEY 1983, HARVILLE et MEE
1984, ALBERT et CHIB 1993). Pour cela, le modele est relu sous un angle bayésien.
On suppose une distribution a priori pour 3, et les hypotheses sur la distribution
de ¢ constituent 'a priori le concernant (avec éventuellement un a priori sur les
hyper-parametres que sont les parameétres de sa distribution). S’en suivent alors le
calcul des modes a posteriori ou la mise en place de procédure d’échantillonage, tel
I’échantillonage de Gibbs, de la distribution a posteriori.

Nous revenons maintenant plus précisément sur les méthodes que nous nommons
Schall (SCHALL 1991) et GAR (GILMOUR, ANDERSON, et RAE 1985). Si nous avons
choisi ces deux méthodes c’est parce qu’elles nous semblent illustrer clairement des
fagons opposées d’aborder le déconditionnement du modele. Cela nous servira a les
comparer a la méthode que nous avons proposée au 2.4.1.

2.4.2.2 La méthode Schall

SCHALL (1991) propose une méthode d’estimation des parametres dans un GL2M
analysé de maniere globale, c’est-a-dire sans spécification particuliere de loi ou de
modélisation des effets. Sa démarche consiste en une linéarisation du modele condi-
tionnellement a &, puis en l'estimation des parametres par utilisation des équations
de Henderson pour les modeles linéaires mixtes. Finalement, on retrouve les deux
étapes, décrites au 2.4.1, de linéarisation et d’estimation et la mise en place d’une
procédure itérative. A ce niveau, notre méthode est tout a fait similaire ainsi que
celle I’'ENGEL et KEEN (1994). Lors de la linéarisation, la variable dépendante est
introduite de facon identique. Cependant, le modele linéarisé adopté par la suite,
differe. En effet, le point de vue de Schall est de se placer dans le modele que nous
avons appelé modele linéarisé conditionnel M¢: Z = X3+ U + ¢ ou la matrice de
variance des résidus est Wy = Var(e|¢). L’analyse de ce modele comme un L2M im-
plique alors que £ retrouve sa nature aléatoire mais seulement partiellement puisque
I’on maintient, a I'intérieur de la structure de variance, la matrice de variance condi-
tionnelle des résidus. A aucun moment il ne considére le calcul de Wy = E(Wps,),
la matrice de variance marginale des résidus. Cela le prive de la prise en compte,
dans un nsL2M, d’une éventuelle information détenue sur une partie de la variance.
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Ainsi, la différence entre ces deux méthodes réside essentiellement dans le modele
linéarisé considéré: conditionnel (Mg) ou marginal (M).

Avec le choix de Mg, Schall est alors amené au cours de son raisonnement a
écrire: Var(Z) = UDU'+Wp e = T'¢ (cf. SCHALL 1991 p. 721). Cette écriture semble
peu cohérente puisque les deux termes de cette somme sont de nature différente. Le
premier prend en compte la nature aléatoire de £ (d’ou la présence de la matrice
D de variance de ce vecteur), alors que le deuxieme est conditionnel & £. Pourtant,
ce raisonnement n’est pas totalement injustifié. En effet, Schall utilise les équations
de Henderson pour obtenir les estimations dans le L2M associé. Or, nous 'avons
évoqué dans la section 2.3.4.1, la construction de ces équations se base sur la loi
du couple (Z,&) comme produit de la loi conditionnelle de Z a & et de la loi de €.
Ainsi dans 'approximation normale de cette loi conditionnelle, ¢’est bien la matrice
Ws,¢ qui intervient et c’est donc bien celle que I'on retrouve lors de la dérivation des
équations. Ceci peut donc justifier le fait de conserver le conditionnement et donc
Wps¢. Par contre, si, pour I'estimation, on cherche a utiliser les équations directes
ML (2.4) ou REML (2.9), ces équations étant construites a partir de la distribution
marginale de Y, c’est la structure de variance I' = UDU’ + Wy qui interviendrait
plus naturellement. Cette ambiguité nait de I’approximation par un modele gaussien
du modéle linéarisé alors que W3 # Wp. Ce qui n'est jamais le cas dans un réel
L2M.

Cependant, ce choix de M lui offre I'avantage de ne pas étre limité dans 'utilisation
des fonctions de lien. A contrario, nous 'avons vu au 2.4.1.2, le calcul de W3 n’est
pas réalisable quel que soit la fonction de lien associé au modele.

Enfin, en utilisant les équations de Henderson, il dispose a chaque étape de valeurs
de £ lui permettant a la fois de réactualiser les données et de calculer W,. Mais au
vu des remarques au 2.4.1.3, la question se pose de savoir si ces valeurs de £ sont les
plus appropriées.

Depuis sa mise en place, cette méthode Schall a regu divers éclairages. En effet,
les démarches suivies par certains auteurs ont abouti aux mémes équations et se
sont donc avérés étre autant de facon de justifier cette méthode.

Il y a d’une part la méthode de quasi-vraisemblance pénalisée de BRESLOW et CLAY-
TON (1993). Nous I'avons déja évoqué précédemment, elle s’appuie sur le fait que les
parametres maximisant la vraisemblance marginale approchée (par approximation
de Laplace) se révelent étre ceux qui maximisent la quasi-vraisemblance pénalisée
de GREEN (1987). Or, I’écriture des équations de maximisation en [ et £ de cette
quasi-vraisemblance pénalisée, conduit (cf. BRESLOW et CLAYTON 1993 p.11) au
systeme (résolu itérativement) de Henderson dans le modele linéarisé M, de Schall:

—1 —1 —1
X'WiiX X'W; iU BY _ [ X'Wgez (2.21)
U'WieX U'Wﬂng + D! £ UWiez )
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ol 2 est la variable dépendante définie par: z = X 3+ UE+ ¢'(pe)(y — pe). En pour-
suivant ensuite d’autres approximations, I’estimation des composantes proposée par
BRESLOW et CLAYTON est identique a ’estimation REML par Henderson dans un
modele gaussien défini sur z.

Cette approximation de Laplace a été reprise dans le cadre plus général des HGLM
(Hierarchical Generalized Linear Models qui englobent les GL2M) par LEE et NEL-
DER (1996). Dans ces modeles, ils définissent la h-vraisemblance comme la vraisem-
blance jointe définie & partir de la loi jointe comme produit de la loi de Y|¢ et de
celle de . Dans le cas d'une hypothese normale sur la loi de Y| ainsi que sur celle de
&, cette h-vraisemblance n’est autre que la vraisemblance jointe de Henderson. Dans
le cas des GL2M, la maximisation de cette vraisemblance jointe est identique a la
maximisation de la quasi-vraisemblance pénalisée. Or, ils montrent que la solution
en J de la maximisation jointe de la h-vraisemblance maximise la vraisemblance
marginale approchée a I’aide de I'approximation de Laplace. La solution en &, quant
a elle, est ensuite utilisée pour 'estimation des composantes par une procédure de
nouveau équivalente dans le cas des GL2M a celle de SCHALL (1991), BRESLOW et
CLAYTON (1993) ou MCGILCHRIST (1994).

Il est important de souligner ici, que ces deux types de travaux se veulent basés
sur le fait que la miximisation de la vraisemblance jointe correspond, en (3, a la
maximisation de 'approximation de Laplace de la vraisemblance marginale. Ce qui
tendrait a relier un point de vue conditionnel a un point de vue marginal approché
pour /.

Enfin, cette méthode trouve aussi une justification du point de vue bayésien adopté
par STIRATELLI, LAIRD, et WARE (1984), qui s’intéressent au mode a posteriori
lorsque 1’on suppose un a priori non informatif uniforme sur 3. En effet, comme I’a
suggéré Schall, en notant p(3|G) la distribution a priori normale centrée, de variance
G du vecteur de parametre [3, et indépendante de p(£|D) la distribution normale
des effets aléatoires considérée comme distribution a priori, on a alors:

f(B,€]Y;G, D) o f(Y]B,€) p(BG) p(£|D)
o f(Y,€|5: D) p(B|G) -

Ainsi, en prenant un a priori diffus (G=' — 0), on a f(3,¢|Y; G, D)  f(Y,&|3; D).
La maximisation de la densité a posteriori de 3 et £ correspond alors a la maximi-
sation de la vraisemblance jointe de (Y, ¢). Ce raisonnement bayésien aboutit donc
encore aux méme équations (2.21).

Ainsi, toutes ces démarches s’inscrivent dans un raisonnement conditionnel puis-
qu’elles conduisent a la maximisation de la vraisemblance jointe de (Y, £). Et méme si
elles se justifient par une approximation de la vraisemblance marginale, cela concerne
surtout le parametre 3 et moins les composantes de la variance (qui sont estimées
dans une étape ultérieure), et elles évitent en tout cas le calcul intégral.
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2.4.2.3 La méthode GAR

GILMOUR, ANDERSON, et RAE (1985) présentent une méthode d’estimation dans
un modele a effets aléatoires pour des données binomiales et avec un lien probit (qui
n’est pas le lien canonique). Cette méthode concerne donc un modele spécifié par
une loi et une fonction de lien particuliéres. Cependant, FOULLEY et Im (1993) I'ont
étendue au cas d'une distribution de Poisson et nous proposons au chapitre 3 de
I’adapter encore a d’autres cas. Ce qui nous intéresse ici, c’est davantage 'idée qui
la fonde, la démarche adoptée (notamment vis-a-vis du conditionnement).

Cette méthode se base, dans un premier temps, sur le calcul des deux pre-
miers moments marginaux: l'espérance et la variance. Ceux-ci permettent ensuite
la définition d’une fonction de quasi-vraisemblance, que ’on cherchera a maximiser
pour procéder a 'estimation. Cependant, cette fonction de quasi-vraisemblance est
construite, non pas a partir de ’expression exacte de la variance, mais a I’aide d’une
approximation de celle-ci. En effet, apres approximation, on reconnait la forme de
la structure de variance d’un L2M. Il est alors possible d’utiliser les méthodes d’es-
timation propres aux L2M. Et c’est par résolution des équations de Henderson que
les auteurs obtiennent finalement leurs estimations. Ainsi, dans cette méthode, la
linéarisation est réalisée par approximation de la variance marginale.

Le raisonnement suivi par ces auteurs débute donc par un déconditionnement. Ce
n’est ensuite qu’au niveau du modeéle marginal (ou modéle décontionné) qu’intervient
la linéarisation, contrairement a la méthode Schall ol la premiere étape consiste a
effectuer cette linéarisation. Une fois I’approximation de la variance marginale faite,
I'utilisation des équations de Henderson implique de facon indirecte la réintroduc-
tion d’effets aléatoires. On ne connait pas pour autant leur lien réel avec les effets
aléatoires du modele d’origine, si ce n’est qu’ils possedent la méme distribution et
en particulier la méme variance. On peut donc s’interroger quant a la pertinence de
la prédiction de £ obtenue.

BRESLOW et CLAYTON (1993) ont suivi la méme démarche, dans la deuxiéme mé-
thode qu’ils proposent, en définissant une fonction de quasi-vraisemblance marginale.
Cependant, I'approximation des moments marginaux, utilisés pour la construction
de cette quasi-vraisemblance, est sensiblement différente. Nous revenons de maniere
plus précise sur ce point et sur la méthode GAR au chapitre suivant.

2.4.2.4 Des lectures différentes du méme modeéle initial

Nous reprenons quelques unes des remarques faites pour tenter de jeter un regard
en parallele sur ces trois méthodes.
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Comme nous venons de le signaler, I'idée premiere de la méthode GAR est de
se libérer du conditionnement pour procéder ensuite a l'estimation dans le modele
décontionné associé. Ce modele, au niveau marginal, est linéarisé par approxima-
tion de la variance. Ainsi, cette méthode s’oppose totalement a celle de Schall, pour
laquelle le raisonnement est mené conditionnellement au vecteur aléatoire £&. Méme
apres la linéarisation, c’est toujours la matrice conditionnelle W3, qui intervient
dans le modele. D’out le nom du L2M associé Mg : modele linéarisé conditionnel.
Notre méthode apparait alors comme intermédiaire entre ces deux méthodes puis-
qu’on relache ce conditionnement. De méme que pour Schall, la linéarisation se fait
conditionnellement a &, cependant dans le L.2M associé M, c’est cette fois-ci avec la
matrice de variance déconditionné W3 que nous travaillons.

Lorsqu’on plonge le modele linéarisé dans la structure d’un L2M, ’approximation
normale peut se réaliser de deux fagons:

e soit sur la loi conditionnelle de Z a £. Ceci permet alors d’expliquer 1'utilisation
de la matrice Wg, dans les équations de Henderson. Et il est possible de
construire, utilisant Wy ¢, un systeme REML équivalent (avec I'¢).

e soit sur la loi marginale de Z. Ceci permet alors d’expliquer 'utilisation de la
matrice W3 dans le systeme REML. Et il est possible de construire, utilisant
Wpg, des équations de Henderson équivalentes.

Cependant, ces deux approches, équivalentes dans le cas normal, ne le sont plus dans
le cas général du fait que Wp # Wps,.

Ainsi, alors que le positionnement du probleme initial et la définition méme du
GL2M, se font conditionnellement a &, les trois méthodes peuvent étre différenciées
au regard de leur degré de déconditionnement. Si I'on mesurait cet indice pour
chacune des méthodes; la méthode GAR se situerait a une extrémité de 1’échelle,
Schall a 'autre et notre méthode entre les deux. On aurait cependant tendance
a rapprocher ces deux dernieres méthodes puisqu’elles suivent une méme premiere
étape de linéarisation, alors qu’a l'inverse c’est d’abord le déconditionnement qui
prime dans la méthode GAR, la linéarisation intervenant ensuite. Nous représentons
cette échelle a la figure 2.1.

De facon imagée, on peut ensuite ajouter une notion d’élasticité a cette échelle.
En effet, ces différentes méthodes, appliquées au cas de la loi normale - lien identité,
sont en fait toutes identiques. Il n'y a effectivement plus d’approximation ou de
linéarisation. Mais elles se différencient de plus en plus lorsque l'on s’écarte du
modele gaussien, donc lorsque les approximations effectuées pour la linéarisation
sont de moins en moins valides. On tirera donc plus ou moins sur I’ “élastique” selon
les lois et les fonctions de lien choisies.
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r
Y Y \
méthode  notre méthode
Schall méthode GAR
Y Y
modele conditionnel modele marginal

F1G. 2.1 — Echelle de déconditionnement pour une comparaison des trois méthodes.

Il est important de constater que notre méthode, dans certains cas (lorsque
W5 e = Wp), s’identifie a la méthode Schall, alors que pour d’autres cas, elle s’iden-
tifie a la méthode GAR. Ce qui la positionne bien dans son réle intermédiaire. Nous
avons, pour souligner cela, résumé dans le tableau (2.6) les différents cas en indi-
quant :

- les équivalences,

- le cas ou, faute de savoir calculer Wjs, notre méthode n’est pas définie,

- le cas ou la méthode GAR n’a pu étre étendue (la colonne GAR de ce tableau
faisant référence soit a la méthode d’origine, soit & ses extensions).

Ces trois méthodes permettent donc de couvrir un éventail allant du raisonne-
ment marginal pour GAR au raisonnement conditionnel pour Schall.

2.4.3 Simulations comparées

Afin de faire tourner en parallele ces trois méthodes d’estimation, de nombreuses
simulations numériques ont été effectuées. Nous avons considéré différentes lois (bi-
nomiale, Poisson, exponentielle) et différentes fonctions de lien pour chacune d’elles.

Dans le tableau (2.7), nous présentons les résultats de simulation obtenus dans
un modele avec loi binomial et lien logit. Nous avons pris un plan d’expérience avec
un seul effet aléatoire ayant 4 réalisations selon un plan équilibré. Pour chaque valeur
de la variance o de cet effet (allant de 0.05 & 4), nous avons simulé 200 vecteurs de
données de longueur 40. Le tableau contient alors le résumé (moyenne, écart-type)
des 200 estimations par chacune des trois méthodes.

Remarque : la méthode GAR dans ce cas est en fait I'extension (présentée au chapitre
suivant) de la méthode d’origine dans le cas du lien logit.

A Taide de ce tableau et d’autres simulations réalisées, nous pouvons faire les
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Schall Notre GAR
méthode

probit X ? X
Binomial

logit X X X

logarithme X X X
Poisson

identité X X = X

logarithme X — X X
Exponentielle inverse

identité X X = X

Normale identité X — X — X

TAB. 2.6 — Définitions et équivalences des trois méthodes.

remarques suivantes.

e Pour 0? = 2, la méthode GAR donne des résultats délirants. En effet, plus
les valeurs de o? en simulation sont élevées, plus la méthode se détériore.
Ceci s’explique par le fait que la méthode GAR utilise une approximation
de la variance. Or, cette approximation est valide pour les faibles valeurs de
o%. Donc ces résultats confortent 'idée que cette méthode est a utiliser avec
précautions dans un domaine de validité de ’approximation.

e On ne constate pas de différence significative entre notre méthode et celle de
Schall. Ce qui est un peu décevant mais pas complétement surprenant dans la
mesure ou la différence entre ces deux méthodes réside dans 1I’éloignement des
matrices Wy et W3 = E(Wps¢). Or, prendre la moyenne sur 200 simulations
a peut-étre aussi pour effet de moyenner la différence entre Ws, et W3, qui
logiquement devrait étre faible. Cependant, en regardant de plus pres les tra-
jectoires sur ces 200 simulations, méme différentes, elles restent tres proches.

e Lorsqu’on augmente le nombre de réalisations ¢ de Veffet aléatoire (de 4 & 8
par exemple), on améliore la réponse de la méthode GAR pour les grandes
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Valeurs estimées

Schall Notre méthode GAR

Valeurs simulées o 6 o2 6 o 3

f=1 0?=0.05| moy. | 0.0558 | 1.0016 || 0.0558 | 1.0031 || 0.0569 | 1.0013
e.t. | 0.0484 | 0.1055 || 0.0484 | 0.1057 || 0.0508 | 0.1057

=1 o0>=05 | moy. | 0.4924 | 0.9637 || 0.4931 | 0.9656 || 0.5831 | 0.9642
e.t. || 0.4122 | 0.3439 | 0.4124 | 0.3448 || 0.8470 | 0.3510

=1 o*>=1 | moy | 0.9141 | 0.9679 || 0.9151 | 0.9701 1.1351 | 0.9734
e.t. | 0.6960 | 0.4591 | 0.6964 | 0.4604 | 1.1373 | 0.4713

=1 o*=2 |moy | 1.8247 | 0.8822 || 1.8229 | 0.8849 | 242.898 | 1.5926
e.t. | 1.3365 | 0.6127 | 1.3306 | 0.6145 | 3288.39 | 7.6353

TAB. 2.7 — Résultats simulation comparée des trois méthodes : modéle binomial - lien
logit.

valeurs de ¢?. De plus, on observe qu'a N/q fixé, les résultats se détériorent
avec N diminuant.

e En termes du nombre d’itérations nécessaire a la convergence (pour un test
d’arrét sur les valeurs des parameétres 3 et 02), 14 encore, notre méthode et celle
de Schall se tiennent mais la méthode GAR nécessite un nombre d’itérations
plus important.

Ces différentes tendances se retrouvent de facon générale pour les différents mo-
deles simulés. Nous avons aussi essayé de changer les matrices U de plan des effets
aléatoires mais sans noter de résultats réellement différents.

Dans les algorithmes que nous avons implémentés, nous avons toujours retenu
I'estimation par résolution du systéme de Henderson (plutot que le systéme REML
ou autre), source de moindres problémes numériques. Mais ceci n’est pas forcément
le meilleur moyen de tirer partie de la connaissance d’'une composante de la variance.
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Ce type de résolution par systeme de Henderson ne permet pas l’estimation dans
des modeles voulant prendre en compte la surdispersion. En effet, dans ces cas 1a,
en introduisant une réalisation de l'effet aléatoire par donnée (cf 1.3.1), on a alors
(avec p la taille du vecteur d’effet fixe) p+ ¢ > N. Il est alors difficile d’envisager de
résoudre un systeme a p + ¢ inconnues et N équations.

Notons pour finir que ces trois méthodes, pour o2 petit, donnent de trés bons
résultats. La méthode Schall et la notre continuent de bien se comporter pour des
plus grandes valeurs de o%. C’est ce qui est primordial.

2.4.4 Point de vue asymptotique

Dans cette section, nous évoquons la question du comportement asymptotique
des estimateurs 3 et 62 dans les GL2M.

Nous avons vu dans le cadre des GLM et dans celui des L2M que, sous des
conditions bien précises, des résultats de normalité asymptotique ont été démontrés.
Malheureusement, comme le mentionnent BRESLOW et CLAYTON (1993), il n’existe
pas de telles justifications formelles dans le cadre des GL2M. Les seuls résultats qui
peuvent étre énoncés le sont de facon approchés et sans mesurer réellement le degré
de cette approximation.

Ainsi, pour l'estimateur B de la méthode Schall, il est donné la matrice de va-
riance approchée (avec nos notations):

Var(B) = (X'T;1X) . (2.22)

ou Fﬁ}g = UDU’ + Wg}g.

Ce résultat se trouve dans les différents travaux SCHALL (1991), BRESLOW et CLAY-
TON (1993) et MCGILCHRIST (1994), qui, sous des arguments d’approximation de
nature différente, réferent au méme estimateur. Il copie les résultats exacts dans la
théorie usuelle gaussienne. Notons que cette matrice de variance (2.22) correspond
aux p premieres lignes et colonnes de I'inverse de la matrice du systeme (2.21) (sys-
teme de Henderson adapté a 'estimation dans les GL2M).

En ce qui concerne les composantes de la variance, en appliquant les résultats de
la théorie normale a la variable dépendante 7, il est donné la matrice de variance
approchée :

var(#) = (5 {tr(Pwa/j)}>1 , (2.23)

ot P=T5:(I - X(X'T;:X)'X'T5).
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Sans plus de justification théorique, nous pouvons reprendre le méme type d’argu-
ments approchés dans notre méthode pour donner la matrice de variance approchée

de (:
. —1
Var() = (X'rglx) :
ou Ty = UDU' + W,
et celle de 62

Var(6?) = (% {u~(Pvl-ij)})1 ,

on P=T5"(I - X(X'T;'X)'X'T3").



Chapitre 3

Extension de la méthode GAR

3.1 Introduction

Développée par GILMOUR, ANDERSON, et RAE (1985), la méthode que nous
étudions tout au long de ce chapitre, a été initialement congue pour estimer les
effets fixes dans un modele mixte adapté a des données binomiales. Elle permet
aussi une prédiction des effets aléatoires ainsi qu'une estimation de leur variance.
Nous la désignons par GAR dans tout le document.

Les données binomiales pour lesquelles elle a été mise en place, résultent d’une

classification en deux catégories. Cette classification suppose I'existence sous-jacente
d’une variable aléatoire, de loi normale, dont on ne peut observer aucune réalisation
mais pour laquelle on sait dire si un seuil a été atteint.
Pour ce type de données discretes, ou pour leur extension a des données polyto-
miques résultant d’une classification en plusieurs catégories ordonnées, GIANOLA
(1980) constate I'inadaptation des méthodes d’analyse développées pour des don-
nées continues distribuées selon une loi normale. Pour pallier cela, divers auteurs
(GIANOLA et FOULLEY 1983, HARVILLE et MEE 1984, STIRATELLI et al. 1984) dé-
veloppent des méthodes d’estimation dans des modeles non gaussiens plus adaptés,
des GL2M. Ces méthodes utilisent des arguments différents (bayésiens notamment)
mais sont en finalité équivalentes. La méthode GAR, quant a elle, apparait alors
comme originale. Elle se base sur I'utilisation de la fonction de quasi-vraisemblance
marginale (cf. 2.2.3). Cette fonction est construite a partir du calcul de I'espérance
et de la variance marginales. Comme nous 'avons décrit au 2.4.2, parmi les diffé-
rents points de vue permettant d’aborder ’estimation dans les modeles mixtes, cette
approche GAR est davantage marginale. Nous ne reprenons pas ici la discussion a
ce sujet.

L’article fondateur de cette méthode a fait I'objet de diverses relectures: FOUL-
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LEY, GIANOLA, et IM (1990), FOULLEY et MANFREDI (1991). Une extension aux
données multicatégories en a été proposée par les auteurs eux-mémes (GILMOUR,
ANDERSON, et RAE 1987). Et FOULLEY et IM (1993) en suggerent une adaptation
dans le cas de données poissonniennes.

Dans ce chapitre, nous présentons dans un premier temps, une nouvelle lecture
de cette méthode, dans le cas de données binomiales, en relachant I’hypothese d’ori-
gine selon laquelle les variances des variables sous-jacentes sont homogenes. Puis, la
deuxieme section montre comment une démarche similaire peut étre adoptée pour
traiter le cas de données poissonniennes. Ces deux situations sont bien entendu trai-
tées en lien étroit avec les travaux respectivement de GILMOUR et al. (1985) et de
FOULLEY et Im (1993).

Ensuite, nous proposons une adaptation de la méthode a des données exponentielles
dans un modele avec lien logarithmique (lien non canonique).

Ces trois cas ayant été étudiés, nous proposons un formalisme permettant de les
unifier. En effet, grace a une méme écriture, il s’avere possible de prendre en compte
des arguments d’approximation différents pour chacun des trois cas. Cette forma-
lisation permet d’envisager d’autres cas et notamment celui, tres usité, de données
binomiales dans un modele avec lien (canonique) logistique: c¢’est ce qui fait 'objet
de la derniere section.

3.2 Données binomiales - Lien probit

Dans cette section, nous relisons donc la méthode d’origine, en commencant par
une présentation du modele envisagé par GILMOUR et al. (1985), puis une description
précise de la méthode, avant de finir par quelques remarques.

3.2.1 Le modéle et les notations

Vu le type de données auquel on s’intéresse (cf. 3.1), et étant donnée la distri-
bution normale sous-jacente, le modele adopté est, dans la famille des GL2M, un
modele binomial mixte avec lien probit.

Remarquons brievement que ce n’est donc pas le lien canonique qui est envisagé ici,
la fonction de lien canonique associée a la loi binomiale étant la fonction de lien
logit.

Nous rappelons ci-dessous les hypotheses de ce modele, cas particulier de GL2M
décrit précisément au 1.4.1, et les notations adoptées.

Soit y le vecteur (N x 1) des observations, réalisation du vecteur aléatoire Y.
Conditionnellement au vecteur d’effets aléatoires £, on suppose que les composantes
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Y; sont indépendantes et que:!
\V/Z € {]_, ,N} s Y; ‘ f ~ B(nz,pg,z) s

ou encore de fagon équivalente :

Vie{l,..N}, Y;=> Y, ou Y, |& ~ B(1l,pe;) etindépendantes.

r=1

On s’intéresse au vecteur (N x 1) des fréquences

y.
fi == )
U
et I’'on note F; les variables aléatoires dont elles sont issues, composantes du vecteur
F (de dimension N x 1).

Le prédicteur linéaire intervenant dans le modele comporte les parties fixe et
aléatoire (cf. 1.4.1):
ne=Xp+UE

ol les dimensions des différents objets X, Z, 3, & sont respectivement N x p, N X
q, px 1, et ¢ x 1. Le vecteur £ regroupe K effets aléatoires: £ = (&],...,&%)". On

suppose
Vjel{l,...,K}, ngqu(o,aj?Aj),

les matrices A;, de dimension ¢; X ¢; (avec ¢ = ZJK:1 ¢;) étant connues. Ainsi,
§~N(0,D),

ou la matrice de variance D est diagonale par blocs: D = {, 032- A Yok
Le vecteur d’effets fixes 3 et le vecteur des composantes de la variance o? =

(02,...,0%)" sont les parametres du modele a estimer.

Le lien entre le prédicteur linéaire et I’espérance conditionnelle des F; se fait alors
par l'intermédiaire de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite :

E(FE) = pei = P(neq)

B((X 5+ UE),)
= @} + uif)

ol x} et u} sont les i*™* lignes de X et U respectivement.
Comme nous ’avons déja mentionné, ce lien est inhérent a I’hypothese d’existence

1. Comme indiqué au chapitre 1, nous confondons dans £, le vecteur aléatoire et sa réalisation.
De plus, nous indicons par &, tous les objets qui en dépendent.
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de variables normales sous-jacentes. En effet, pour chacune des variables Y;,, notons
L;, la variable latente associée: Y;, = 1 <= L;. > 0 (on fixe ici le seuil 7 & 0).
Supposons ensuite que:

V’ie{]_,...,N},VTE{L...,HZ'}, Lzr:l'iﬂ—f—’u;f—f—é‘zr ol 8,‘,«NN(0,1),
et qu’elles sont toutes indépendantes, on obtient alors:
= 1 8(-alf - ulf)
= (i + uf)
De plus, on peut calculer les covariances et corrélations entre ces variables sous-

jacentes. On a:
Vie{l,..N}, Vr#r e{l,...,n;}, cov(Ly, Ly) = uDuy; ,

et Vi#£je{l,.,N} ,Vre{l, .. n} V' €{l, ... n},
cov(Lj,, Ljy) = u;Du; .

Ce qui, en notant o? = u,Du;, nous permet d’obtenir:

cort(Ly, Lip) = 1+Z 5 = ti
8%
w; Du;
COI‘I‘(LZ‘T,LJ‘TJ) == J == tzg

\/1+a3\/1+a§

On désignera par T'(yxn) la matrice de corrélations des variables sous-jacentes.

Remarquons ici que le parametre introduit a? = u}Du; coincide bien souvent avec la
composante de la variance o?. En effet, dans de nombreux cas comme par exemple
dans des modeles liés a la sélection animale (GIANOLA et FOULLEY 1983), le vecteur
ligne u; n’est composé que d’un seul 1 et de 0.

Le modele étant défini et les notations prises, nous pouvons maintenant présenter
la méthode d’estimation.

3.2.2 La méthode d’estimation

La méthode d’estimation proposée par GILMOUR et al. (1985), se découpe prin-
cipalement en deux étapes. Les effets aléatoires n’étant pas directement observés,
on se libere dans un premier temps du conditionnement pour pouvoir raisonner au
niveau d’'un modele marginal, ot Y vecteur a expliquer est observé. Pour cela, on
procede au calcul de I'espérance et de la matrice de variance marginales. Ensuite,
apres approximation de la matrice de variance de Y, on pourra procéder a 1’estima-
tion des composantes de la variance par 'intermédiaire des équations de Henderson.
C’est en fait plus spécialement avec F' que 'on va travailler.
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3.2.2.1 Etape de “marginalisation” et estimation de f3

On “integre” donc les effets aléatoires dont la présence introduit une dépendance
entre les données. Ensuite, les expressions obtenues permettent de construire la fonc-
tion de quasi-vraisemblance marginale (a4 défaut de pouvoir obtenir la vraisemblance
marginale, la densité n’ayant pas d’expression explicite). On peut alors estimer le
parametre (3.

Calcul de I’espérance marginale: I1

E(F,) = 1I; = E(E(F]¢))
= E(pei)
= E (P28 + ujf))

on obtient (le calcul est donné a la fin de ce chapitre):

Hizcﬁ(ix;ﬁ ) .
V1+a?
;3

V1+of

On notera par la suite 7} = , que nous désignerons par prédicteur linéaire

dans le modele marginalisé.

Ainsi, dans ce modele marginalisé, le lien entre 'espérance et le prédicteur li-
néaire se fait par l'intermédiaire de la fonction de lien probit. Cette conservation du
lien, lors du passage de l'espérance conditionnelle a I'espérance marginale, est une
propriété inhérente a la fonction de lien inverse ®. Nous verrons cependant qu’elle
s’applique a d’autres cas. Elle s’avere essentielle pour la mise en place de cette mé-
thode.

Nous nous apercevons ici que le modele marginalisé ainsi considéré, ou

/
I, =® (i) , et le modele marginal défini par BRESLOW et CLAYTON (1993)

V1+al

par IT; = ®(z!3), ne coincident pas. La présence de U'effet multiplicatif ﬁ, in-
a;

dique que le modele marginalisé a su prendre en compte des perturbations introduites

par les effets aléatoires tandis que le modele marginal dans sa définition oublie leur

présence.

D’autre part, il est important de noter que la méthode GAR a été introduite dans
le cas ou Vi € {1,..., N}, o? = o?. Avec cette hypothese, il est possible d’envisager

= [
V14 a2’

le changement d’échelle suivant: 3 = et de poursuivre les calculs sur cette
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nouvelle échelle. C’est ce qu’ont fait FOULLEY et MANFREDI (1991). Cependant, on
abandonne ici cette interprétation puisqu’on supprime I'hypothese d’homogénéité
des variances pour considérer le cas plus général de variances hétérogenes.

Calcul de la matrice de variance-covariance marginale: V

Intéressons nous tout d’abord au calcul des éléments diagonaux de V' : variances
des variables F;.

1 | &
Ona: var(F;) = — Zvar(Y}T) + ZCOV(Y;T, Yir)
i |r=1 r#r!

Or, d’une part, I'utilisation de la formule classique :
var(Yiy) = E(var(Y;,[€)) + var(E(Y;[€))
nous permet d’obtenir:

var(Yy,) = E(pei(l — pei)) + var(pe,;)

Et d’autre part, a 'aide des variables normales sous-jacentes L;., on a:

cov(Yy, Yin) = P((Lyp >0)N (L > 0)) — P (L > 0)°
- @2(7’/2*, nz*: tu) - (I)(nz*)z 3

ol ®, désigne la fonction de répartition de la loi normale bivariée?2.
Alinsi,
(1 = TL) + (ni — D) [@a (0}, 717, tai) — ()7

n;
(1 — TL,) — [®y (0, mi, 1) — ®(nF)?
( ) — | z(zzi ;s tii) (m)]ﬂ%(

var(F;) =

Ensuite, les covariances des variables F;, F;, pour i # j (éléments non diagonaux
de V), s’expriment de la facon suivante :

cov(F;, F;) = cov(Yi, Yjm)
= Do(n;.mj, tij) — (n;)@(n;) ,

2. On note ®3(y1,y2,p) = P([Y1 < y1] N [Ya < y2]) ont Y7,Y5 sont identiquement distribuées de
loi A/(0,1) avec corr(Y3,Y2) = p.
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On peut ainsi décomposer V' en somme de deux matrices (dont I'une est diago-
nale) :

V—A+B,
Ii(1 = IT;) — [@o (', 0, tai) — @(n)?
OﬁA:{d (1 = TI0) = [@o(m 7 ) (m)]}
U i=1,.,N

et B = (D ty) — B0}

ij=1,..N

Estimation par maximum de quasi-vraisemblance

Ayant ainsi obtenu ’expression des deux premiers moments marginaux du vec-
teur F' = ([}, ..., Fy)', on est en mesure de définir la fonction de quasi-vraisemblance
associée. Et c’est I'estimation par maximisation de cette fonction que I'on va consi-
dérer. En effet, comme nous l'avons déja signalé, il apparait impossible d’obtenir
une expression analytique de la fonction de vraisemblance. L utilisation de la quasi-
vraisemblance nous permet dans ce cas, de prendre en compte 'information contenue
dans le calcul des deux premiers moments marginaux.

Pour cela, en supposant dans un premier temps que les composantes de la va-
riance sont connues (V' dépend alors uniquement du parametre (), on maximise la
quasi-vraisemblance comme décrit au 2.2.3. On obtient le systeme itératif suivant (¢
désignant 'indice d’itération):

(G/V[t}flG)Aﬂ[t} — le[t}fl(f o HM) ,

oIl
ou f est le vecteur des fréquences observées, et G = 8—5’

D’apres 'expression de II obtenue précédemment, et en définissant les matrices:

o K ={49(n) },_, - oug estlafonction de densité de la loi normale centrée
réduite,

1+ a?)
par 'intégration des effets aléatoires,

1
o M = {d (7 } , qui contient donc ’effet multiplicatif introduit
i=1,.,N

on exprimera alors G de la fagon suivante :

G = KMX

= LX avec L:KM:{d
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Notons qu’avec cette définition de la matrice M, I’élément diagonal de la matrice T
peut aussi s’écrire t;; = u, M D Mu,.

Avec ces notations, on aboutit donc au systeme résolu itérativement en 3 (cf. 2.2.3):
(Xlw[t}—lX)/B[S-l—l} — XIWM_ICM , (31)

on (M = XpU 4 LE-1(f —11lt)
wll = pi-1yepil-1

Remarquons que les matrices V, L ainsi que W dépendent de la valeur courante de (.
Comme pour la procédure d’estimation dans les GLM (cf. 2.2.1), on reconnait dans
le systeme (3.1), une procédure de moindres carrés pondérés itérés. Cette procédure
peut étre associée au modele linéaire :

(=Xp+e ou Var(e)=W.

Ainsi, la matrice W apparait comme la matrice de variance de (.

On a donc obtenu un algorithme itératif pour réaliser I’estimation par maximum
de quasi-vraisemblance de (3. Malheureusement, dans ce qui précede, les valeurs
a?, ..., a3 dépendent des composantes de la variance o7, ..., 0% par I'expression a? =
u,Du;, ou D = {4 J;Aj }i=1,...k- Or, ces composantes de la variance sont des
parametres inconnus. Il est donc nécessaire de proposer une méthode d’estimation
de ces parametres, afin de pouvoir remplacer dans le systéeme (3.1) les valeurs des
0]2- par leurs estimations.

3.2.2.2 Etape d’approximation de V et estimation des o}

Afin de proposer une estimation des composantes de la variance, on approche
la matrice de variance V', et de ce fait, la matrice W. On reconnait alors dans le
résultat obtenu pour W, la forme classique de la structure de variance d'un L2M (cf.
1.3.2). Ainsi, I'estimation de [ peut aussi se réaliser par résolution des équations de
Henderson. En effet (cf. 2.3.4), la solution en (3 correspond a celle du systeme (3.1)
précédent, prenant en compte 'approximation de V. L’avantage est qu’a I’aide de ces
équations, il sera possible d’obtenir simultanément une estimation des composantes
de la variance (cf. 2.3.4). Notons qu’elles permettent aussi de donner une prédiction
du vecteur d’effets aléatoires &.

Approximation de la matrice V

On suppose que les éléments de la matrice T' (définie au 3.2.1) sont petits. Ce qui
équivaut a considérer que Vi, j € {1,..., N}, les éléments u;Du; sont petits ou encore
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bien souvent que les composantes de la variance elles-méme sont petites. On peut
alors procéder a une approximation au premier ordre de la fonction de répartition
®,, pour p proche de 0:

Do (Y1, Y2, p) = P(y1)P(y2) + pp(y1)e(y2)

et on obtient:

Ainsi, on a:
Vo + Vi
Vo + LUDU'L.

2

Ce qui donne comme approximation de W :

W L'V L-' + UDU

R + UDU',

R

ol R est donc de la forme:

R:{ 1 IL(1 - L) (1 + 0?) Q]LI -

d _[ " — 0
n; 902(7%)

geeey

Les équations de Henderson

La matrice des poids W (ou matrice de variance de () étant ainsi approchée et
écrite sous la forme: R+ UDU’, cela nous permet d’obtenir une estimation de § par
résolution itérative du systéeme d’équations de Henderson :

X'RItI-1x X'RIE =117 6 X'RIY —lc[t}
UIRM_IX U’RM_IU + D—l 5 = UIR[t}—lc[t} : (32)
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Sachant que D = {, UJQ-A]- }i=1....k, on peut alors estimer le vecteur des composantes

de la variance 0% = (02, ..,0%)', en adoptant une démarche REML, par la méthode

itérative (cf. 2.17):

Vi 1 K A2 [t4+1] AéAj_léj
J

4 — ~2[1]
0’.

J

out Cj; est le %M bloc correspondant au ;%™ effet aléatoire (¢;) dans I'inverse de la
matrice du systeme.

Le sous-produit é obtenu est interprété comme une prédiction du vecteur d’effets
aléatoires dans le L2M associé.

Ainsi, on pourra itérer la résolution du systeme de Henderson précédent a partir
des valeurs courantes de 3, o2 pour obtenir une estimation de ces deux vecteurs de
bl
parametres ainsi qu'une prédiction de &.

3.2.3 Remarques

Nous venons de le mentionner, les auteurs de la méthode GAR analysent les
valeurs de £ obtenues a la convergence de 1’algorithme comme une prédiction des
effets aléatoires du modele initial. Autant I'interprétation donnée au sous-produit é
parait pertinente dans le LL2M associé, autant on peut discuter le lien établi avec
les effets aléatoires du modele initial. En effet, pour procéder a l’estimation, on
s’est justement placé dans le modele marginalisé dans lequel les effets aléatoires
n’interviennent plus. Et, I'étape de “marginalisation” a déja pris en compte, par
I'intermédiaire de I'effet multiplicatif, la présence initiale de ces effets.

D’autre part, ’approximation effectuée sur V' (pour des petites valeurs des com-
posantes de la variance), implique une linéarisation du modele marginalisé. Cette
linéarisation se traduit par le plongement de ¢ dans un L2M, avec par conséquent
les hypotheses gaussiennes adéquates.

Enfin, revenons sur le type des données considérées, qui sont, dans cette section,
des données binomiales. Comme nous ’avons déja mentionné, ces données sont issues
de somme de données binaires a seuil. En effet, a partir d’une variable normale sous-
jacente non observée, les données révelent si un seuil 7 a été atteint ou non (7 ayant
été fixé a 0 dans la présentation). De méme, on peut imaginer une classification en
plusieurs catégories ordonnées associées a plusieurs seuils. C’est ce a quoi se sont
intéressés les auteurs dans leur second article GILMOUR, ANDERSON, et RAE (1987).
D’autres auteurs ont aussi envisagé ce cas. Nous ne présentons pas ici 'extension de
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la méthode GAR a ce type de données. La démarche est tout a fait semblable au
cas binomial. Cependant, tout en placant le premier seuil a 0, ce type de données
introduit des parametres supplémentaires a estimer, a savoir les autres seuils.

3.3 Données poissonniennes - Lien logarithme

Apres I’'analyse de données binomiales, nous nous intéressons a présent a des don-
nées toujours discretes, mais distribuées, conditionnellement aux effets aléatoires,
selon une loi de Poisson. FOULLEY, GIANOLA, et IM (1987) justifient 'utilisation
de cette distribution pour modéliser des données de reproduction.

FOULLEY et IM (1993) ont décrit comment la méthode GAR, initialement dévelop-
pée pour des données binomiales avec lien probit, pouvait étre adaptée a ce type
de données. Cette adaptation qu’ils proposent, reste fidele a la méthodologie GAR,
dans la mesure ot elle repose sur I'estimation par maximum de quasi-vraisemblance.
La fonction de quasi-vraisemblance est construite a partir des expressions marginales
de 'espérance et d’'une approximation de la matrice de variance-covariance. La dé-
marche reste donc identique a celle du cas binomial, mais c’est 1’étape de calcul et
d’approximation de cette matrice qui differe.

Nous présentons cette adaptation dans des termes similaires a ceux du paragraphe
précédent, et nous nous attachons a considérer de nouveau le cas ou les variances
des variables sous-jacentes ne sont pas homogenes.

3.3.1 Le modéle et les notations

Nous reprenons succintement les hypotheses du cas particulier, dans la famille
des GL2M, d’un modele de Poisson avec lien logarithmique. Pour cela, nous consi-
dérons que les composantes du vecteur Y (dont le vecteur des observations y est une
réalisation) sont, conditionnellement & &, indépendantes et de loi:

Vie{l,..N}, Yi|& ~ P

Le parametre \¢; de cette loi est une réalisation de la variable aléatoire )¢ ; liée a la
1°™¢ composante du prédicteur linéaire. Nous envisageons ici le cas du lien canonique :

ln()\gyi) = fL‘;ﬁ + u;§ =M -
On a donc pour cette distribution :
E(Yil€) = Xei = exp(@;8 + wi€) = pei-

On émet toujours '’hypothese selon laquelle les effets aléatoires sont distribués selon
une loi normale: & ~ N(0, D) avec D = {, 0']2-14]' }j=1....x, matrice de variance des
K effets aléatoires.
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3.3.2 La méthode d’estimation
3.3.2.1 Etape de “marginalisation” et estimation de [

Le premier objectif est la construction de la fonction de quasi-vraisemblance sur
laquelle se basera l’estimation. Pour cela, il est nécessaire d’obtenir une expression
de I'espérance et de la matrice de variance-covariance marginales.

Calcul de I’espérance marginale: p

On integre les effets aléatoires:
EY)) = w = E(EYi)
= E(X)
= Elexp(z;f + ui€)) .
Du fait de la distribution normale de ¢ et en utilisant ’expression de la fonction
génératrice de cette distribution, on obtient :

u! Du;
i = exp(rif+—5—)
= exp(n;*)
ol mx = xh B+ —5 que nous nommerons prédicteur linéaire marginalisé.

Une fois de plus, on peut constater que la “marginalisation” a conservé la fonc-
tion de lien inverse (ici la fonction exponentielle) reliant ’espérance et le prédicteur
linéaire. C’est donc la méme fonction tant au niveau conditionnel qu’au niveau mar-
ginal. Comme le remarquent BRESLOW et CLAYTON (1993), cette “marginalisation”
introduit uniquement un décalage dans le prédicteur mais, au contraire du cas bino-
mial au paragraphe précédent, n’a aucun effet multiplicatif sur le parametre 5. On
peut tout de méme noter que, comme précédemment, la présence des effets aléatoires
entraine une dépendance entre les données.

Calcul de la matrice de variance-covariance marginale: V

En utilisant les propriétés standards des lois de Poisson et log-normales, et la
formule de conditionnement, on obtient :

Vie{l,...,N}, var(Y;) = E()\¢;) + var(Ae;)
= pi+ pi [exp(u;Du;) — 1],

et Vi#£j € {1, Cee N} , COV(}/Z‘, ij) = E()\ﬁ,i)\ﬁ,j) - E()\gﬂ‘)E()\g’j)
= pip; lexp(u;Duj;) — 1] .
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On peut donc, dans ce cas aussi, lire la matrice de variance de Y, comme une somme
de matrices (dont 'une est diagonale):

V=A+B,
ot A = {4 }tic1.. N
et B = {mp (exp(uiDu;) = 1)}ijetn -

Estimation par maximum de quasi-vraisemblance

On procede alors a la construction de la fonction de quasi-vraisemblance et a sa
maximisation. Et ’on obtient les équations suivantes:
GV y—p) =0,
. _ Op _ *
ol G = 8—5’ =KX avec K={sexp(n}) }ic1..v-
Remarque : Comparativement a la section précédente, il n’y a pas ici de matrice

M, puisque comme nous 'avons signalé, aucun effet multiplicatif n’est introduit a
I'intégration des effets aléatoires.

La résolution de ces équations (cf. 2.2.3), conduit a l'algorithme itératif:
(X’W[t} _IX)ﬂ[H—H — X’W[t} —lc[t} ’

avec C[t} — Xﬁ[ﬂ + K[t}fl(y _ M[ﬂ) ,
wll = gl-1yi -1

Ceci serait suffisant si I'on connaissait les composantes de la variance. Comme
dans le cas binomial, nous allons procéder a leur estimation.

3.3.2.2 Etape d’approximation de V' et estimation des sz

De méme que l'on utilise un développement au premier ordre de la fonction
®, pour le cas binomial lien probit, on utilise dans le cas Poisson lien logarithme,
I’approximation de la fonction exponentielle au voisinage de 0 pour obtenir, pour
tout 7,7 € {1,...N} ot u;Du; est proche de 0:

A = Vo={awi tbim1..n
B ~ ‘/1 = {/’LZ/'L] u;Du‘j}i’j:L...,N .

Ainsi, en remarquant que: Vo = {4 i }im1,...xv = {a exp() }i=1,..v = K, on a:
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V Vo + Vi

Vo, + KUDU'K ,

d’olt on approche la matrice des poids W par:

~
~
~
~

W K 'Wy,K~' + UDU

R + UDU',

2

o R prend la forme suivante :

1
R=K'= {d M_ }i:l,...,N = {d eXP(_ﬁ;) }i:L...,N .

Cette approximation étant réalisée, la procédure est ensuite tout a fait identique
a celle de la section 3.2.2.2. On résout itérativement les équations de Henderson pour
obtenir I'estimation de § (avec W approchée) et I'estimation des composantes de la
variance. Les valeurs courantes des parameétres 1 et o2l obtenues, interviennent
a chaque itération pour former 7, "ot donc obtenir R, ¢ et approcher Wl ~
R +yuDly".

3.3.3 Remarques

Dans ce cas aussi, il a donc été possible de donner une approximation de W
permettant de reconnaitre une structure de variance identique a celle d’'un L2M,
nous permettant d’'utiliser les équations de Henderson. Pour pouvoir réaliser cette
approximation, il est nécessaire de vérifier que les éléments u;Du; sont proches de
0, ou encore que les composantes de la variance sont petites.

De meéme que dans le cas binomial :
e lors du calcul de I'espérance marginale la fonction de lien a été conservée,

e l'approximation de V implique une linéarisation du modele marginal qui se
traduit par des hypotheses gaussiennes sur (,

e enfin, on peut aussi émettre des réserves quant a la prédiction de £ obtenue.

3.4 Données exponentielles - Lien logarithme

Dans toute cette section, nous allons maintenant considérer des données dis-
tribuées, conditionnellement aux effets aléatoires, selon une loi exponentielle (no-
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tée3€())). Ces données continues sont de nature tout a fait différente de celle des
cas précédents. Elles ne relevent pas du méme cadre non plus. Alors que dans le cas
des données binomiales ou de Poisson, de nombreuses applications existent dans le
domaine de la génétique animale (DUCrROCQ 1990), on peut trouver des applications
de modeles de loi exponentielle a effets aléatoires dans le domaine de la fiabilité des
logiciels (GAUDOIN, LAVERGNE, et SOLER 1994). Ces deux situations sont illustrées
par les deux exemples cités au 1.4.2.

Nous proposons ici une adaptation de la méthode GAR pour ce type de modele
mixte avec la loi exponentielle, dans le cas d'un lien (non canonique) logarithmique.
Notons que pour la distribution exponentielle, le lien canonique associé est la fonc-
tion inverse.

Pour cela, nous reprenons la démarche des deux sections précédentes. Elle con-
siste toujours a exprimer tout d’abord I'espérance et la matrice de variance-covarian-
ce marginale V' (I'introduction d’effets aléatoires ayant induit une dépendance entre
les données), puis, par 'intermédiraire de la fonction de quasi-vraisemblance et apres
approximation de V', a procéder a la phase d’estimation.

3.4.1 Le modele et les notations

Nouveau cas particulier de GL2M, nous retrouvons les trois hypotheses définis-
sant le modele.

e Les composantes de Y sont, conditionnellement a &, indépendantes et de loi:

Vie {1,..N}. Yi|€ ~ Ee)

Ceci implique donc notamment E(Y;|§) = e = fie.

e Chacun des A¢; est relié & la ™ composante du prédicteur linéaire

Nei = ;8 + ui€ par la fonction de lien logarithme:

Neqi =In(pe;) = pei = exp(z; 8 + u;€) = Agji -

Une raison qui justifie le choix de ce lien, est notamment le fait que ce lien
peut assurer la positivité du parametre de la loi exponentielle, ce qui n’est pas
le cas du lien inverse.

e On garde la meéme distribution normale pour les effets aléatoires.

3. Comme au premier chapitre, la loi désignée par £()\) désigne la loi exponentielle de densité

définie par: f(z) = %e’f 1+ ().
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3.4.2 La méthode d’estimation
3.4.2.1 Etape de “marginalisation” et estimation de [

Le choix de la fonction de lien est le méme que celui de la section précédente
pour des données poissonniennes, et I’espérance conditionnelle s’exprime de la méme
maniere a l'aide des effets fixes et aléatoires. Ainsi, on peut envisager le calcul des
élément marginaux en utilisant de nouveau les propriétés inhérentes a la distribution
log-normale ou a la fonction génératrice de la loi normale.

Calcul de I’espérance marginale: p

EY;)) = w = E(E(YS)
= E(pe,)
— B(exp(a}f £ 1)
— exp(ayd + D)
= exp(n;*)

/
w; Du,;

avec n;x = .3 + : prédicteur linéaire marginalisé.

Comme dans le cas poissonnien, on observe la conservation du lien et le fait que
la “marginalisation” n’a pas introduit d’effet multiplicatif sur § mais uniquement
un décalage dans le prédicteur linéaire.

Calcul de la matrice de variance-covariance marginale: V

D’apres les hypotheses de loi et d’indépendance des variables aléatoires, condi-
tionnellement a &, on a:

Vie{l,...,N}, var(Y;[€) = g = exp(2(zif+ ulf)) = ug’i
Vi£je{l,....N}, cov(Y,Y;l¢) = 0
Ce qui nous permet d’obtenir :
Vie{l,...,N}, var(Y;) = E(var(Y;[§)) + var(E(Yi[))
2

= 2 % E()\Q’Z) - E()\gyl)
= pi[2xexp(uiDu;) — 1],

et, Vi#je€ {1, Cee N} , COV(}/Z‘, }/]) = E()‘f,i)‘f,j) - E()‘f,i)E()\ﬁ,j)
= pifilexp(utDuj) — 1] .
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V' s’écrit donc comme somme de deux matrices (dont I'une est diagonale):
V=A+1B,

on A = {4plexp(uDu;) iz N

et B = {mp (exp(uiDu;) = 1)}ijet,n -

Estimation par maximum de quasi-vraisemblance

La démarche reste la méme. Les deux premiers moments étant calculés, on
construit et on maximise la fonction de quasi-vraisemblance. On est amené, dans ce
cas, a résoudre le systeme itératif:

(XIW[ﬂ*lX)ﬁ[t#*l} _ X’WW*IQM , (3.3)
avec (1 = Xpll 4 KW=y — ply
wi = Kl-1yldgb-1
et K= {gexp() biory

Remarque: La matrice K est la méme qu’au 3.3.2. En effet, 'espérance s’exprimant

0
de la méme facon, la matrice G = Ir _ KX, ne change pas. Il n’y a toujours pas

)k
d’effet multiplicatif.

3.4.2.2 Etape d’approximation de V' et estimation des sz

Faisant 'hypothese que Vi,j € {1,..., N}? | les éléments u;Du; sont proches de
0, on utilise, de méme que pour le cas Poisson, une approximation de la fonction
exponentielle au voisinage de 0 pour obtenir:

A
B

Vo = {a 1] (1 + ujDu;) }ioy,..v
Vi = {pipty uiDugjli =1, . -

R

Ainsi, on a:

4 Vo + Vi

Vo + KUDU'K .

Ce qui nous conduit a ’approximation de W suivante :

w

~
~
~
~

K 'W,K~' + UDU
R + UDU'

~
~
~
~

ou R s’écrit :
R={41+uDu; };=1, N
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W étant approchée sous cette forme d’une structure de variance d’'un L2M, on ne
résout pas directement le systeme (3.3) (avec W approchée), mais on en obtient
des solutions grace aux équations de Henderson (3.2). Cela nous permet, grace aux
valeurs de £ obtenues par résolution de ce systeme, d’estimer les composantes de la
variance. Les expressions de R et de ¢ nécessaires pour (3.2) sont décrites ci-dessus.

3.4.3 Remarques

Remarquons que la condition d’approximation repose de nouveau sur la proxi-
mité des u;Du; a 0. Les remarques sont similaires a celles des 2 cas précédents, la
démarche I'étant aussi.

3.5 Une formalisation commune

Notre objectif ici, est de proposer une écriture commune, permettant de re-
grouper les trois cas envisagés jusqu’a présent. Cette formalisation nous conduira a
développer une nouvelle démarche, qui permettra par la suite d’étudier 'adaptation
de la méthode GAR a d’autres situations.

3.5.1 Des objets communs

Tout d’abord, résumons rapidement les objets utilisés dans les sections précé-
dentes. Pour cela, dans toute cette section, nous référerons aux cas 1, 2 et 3 respec-
tivement les trois situations:

e Cas 1: Données binomiales - Lien probit.
e Cas 2: Données poissonniennes - Lien logarithme.
e Cas 3: Données exponentielles - Lien logarithme.

Il est essentiel de remarquer que dans tous les cas, la matrice de variance V' de
Y, obtenue apres approximation se présente sous la forme :

Vo+LZDZ'L on L=KM.

C’est ce qui permet ensuite l'utilisation des équations de Henderson pour obtenir
les estimations. Les matrices K et M sont définies comme suit.
D’une part pour M, on a:

1
-cas 1 s M ={ ) —
\/1 ‘f‘U;DUZ }izl N

-cas2et3 : M=Iy.

geeey
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Cette matrice M correspond a la matrice des effets multiplicatifs que la “margina-
lisation” (ou l'intégration des effets aléatoires) a pu introduire sur j3.
Ainsi on a pu écrire:

nt=Mn+C
ol
n* . prédicteur linéaire marginalisé, introduit aux sections précédentes,
n= X : prédicteur linéaire marginal, en référence a BRESLOW et CLAYTON
(1993), qui interpretent  comme le prédicteur linéaire dans le mo-
dele marginal,
C : vecteur de décalage.

D’autre part, la matrice K s’écrit dans les trois cas:

K= {d h’(nz*) }i:l,...,N )

ol h =g ':inverse de la fonction de lien.

En effet: - cas 1 o K ={q0n) bizi,.n
-cas2et 3 : K= {gexp(n)) }iz1,...N

Bien que 'approximation de la matrice V' repose sur une approximation dans un
cas, de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite bivariée, et dans
les autres, de la fonction exponentielle, nous allons voir qu’une nouvelle démarche
permet d’aboutir a la méme approximation finale.

3.5.2 Une nouvelle démarche

Le principe de la méthode GAR repose sur une estimation par maximisation
de la fonction de quasi-vraisemblance marginale. Cette fonction est construite a
partir des deux premiers moments marginaux. Cependant, le calcul exact de la
matrice de variance marginale V' peut, dans certains cas, s’avérer difficile. D’autre
part, les composantes de la variance, intervenant notamment dans 1’expression de
V', constituent des parametres inconnus du modele et qu’il est nécessaire d’estimer.
C’est pourquoi, nous sommes amenés a considérer une approximation de V', dont
la forme permet d’utiliser les équations de Henderson, pour maximiser la quasi-
vraisemblance approchée et estimer les composantes de la variance.

Dans la nouvelle démarche que nous proposons ici, nous conservons le schéma
général en deux étapes, observé lors de 1’étude précédente: “marginalisation” puis
utilisation des équations de Henderson pour l’estimation. Notre démarche s’appuie
sur la définition d’un modéle approché pour un nouveau vecteur aléatoire Y, dont Y
serait issu. Dans ce modele approché, la fonction de quasi-vraisemblance marginale
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est identique a celle construite, dans le modele initial, apres approximation de V.
Pour cela, il est nécessaire d’imposer une hypothese supplémentaire au modele initial.

3.5.2.1 Le modele initial
Nous considérons le GL2M dont nous rappelons brievement les hypotheses :

e soit Y le vecteur a expliquer et y son observation,

e on suppose que, conditionnellement aux effets aléatoires, les composantes de
Y sont indépendantes et distribuées selon une loi de la famille exponentielle
pour laquelle on a:

EYi[§) = pe
et var(Y;|{) = wv(ue;) ou v est la fonction de variance,

on considere le prédicteur linéaire :

ne =Xp+UE,

on relie ce prédicteur linéaire a 1’espérance conditionnelle par la fonction de
lien g (h=g7"):

ne = g(ue) -
L’hypothese supplémentaire au modele est la suivante. Nous supposons que le calcul
de I'espérance marginale est réalisable et que 1’on peut écrire :
EY;) = E(E(Y[S))

= E(h(ne;))
h(mi*)

avec n* = MXG + C': prédicteur linéaire marginalisé (prédicteur au niveau mar-
ginal). M est la matrice des effets multiplicatifs. C' est un vecteur de décallage
indépendant de [3.

Cette hypothese de travail impose donc une conservation de la fonction de lien
inverse. Notons qu’elle est vérifiée dans les trois cas étudiés.

3.5.2.2 Le modele approché

Comme nous ’avons déja mentionné, nous allons modéliser le vecteur des obser-
vations y par le vecteur aléatoire Y.
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Définition de Y

Considérons le vecteur aléatoire Y dont les composantes Y; sont indépendantes.
L’espérance conditionnelle de Y; est donnée par:

E(Y;‘f) = /15,1‘
= h(n;) + B'(n})uié ,

oit @} est la i*™° ligne de la matrice U = MU. Grace a I’hypothése émise sur le
modele initial, nous connaissons n* et M.

La variance conditionnelle de Y; est définie par:

var(Y;|€) = v(fies) ,

avec la meéme fonction de variance v que pour Y;, dans le modele initial.

Définissons un nouveau prédicteur linéaire conditionnel par:
e =mn"+MUE,

ot 'on rajoute a n* une partie aléatoire, a laquelle on applique I'effet multiplicatif
introduit lors de la marginalisation. Alors que FOULLEY et MANFREDI (1991) in-
terprétaient, dans le cas de variances homogenes, cet effet multiplicatif comme un
changement d’échelle sur 3, on peut ici le lire comme un changement d’échelle dans
I’expression des régresseurs.
En effet, on a aussi: 7 = Mn: +C

= XB+UE+C ot X=MX

U= MU.

A Taide de ce prédicteur linéaire conditionnel, remarquons qu’'une réalisation de
I'espérance conditionnelle fi¢;, peut eétre vue comme un développement limité au
premier ordre de h(7);) en n; (pour & proche de 0).

Intéressons nous maintenant au calcul de I’espérance et de la matrice de variance
marginales de Y.

Espérance et variance marginales de YV

Tout d’abord, I'espérance marginale de Y; est:
E(Y:) = E(fig;) = h(1}) = E(ueq) = E(Y) .

Ainsi, les variables Y; et Y; ont méme espérance marginale.
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Pour la matrice de variance marginale V', on a:

Vie{l,..,N}, var(Y;) = E(var(f/z-\f)) + var(E(f/Z-|§))
E(v(fig:)) + var(jie;)
=  El(ig)) + W(n)*a'Di;

et,

Vi#je{l,.,N}, cov(Yy,Y)) = E(cov(V;,Yjl€)) + cov(E(Yi[€), E(Yj[€))
+ cov(flei, fie.;)
= W (n)h' (n})ui D .

I
o

D’ou V s’écrit sous la forme:

V=Var(Y) = E(v(ie)) + KUDU'K
= V, + KMUDUMK,

ot K est toujours la matrice définie par: K = {4 h'(n}) }iz1,. -

Vérifions que V est bien la méme matrice que celle obtenue, aprés approximation,
dans les sections précédentes. En ce qui concerne le deuxieme terme de la somme,
on retrouve bien la méme expression. Mais qu’en est-il du premier terme : la matrice
Vo7 Reprenons les trois cas:

e Cas 1: Pour un GLM avec loi binomiale, la fonction de variance associée est:
pill — i
v(p;) = 72( 2 .
1
D’ou: &
%ii — E(Mgai( n_ Mf:i))

= B {h() + WO i €][L — ho) — K i)

1 .
= —[h(n))(1 = h(7)) = I ()"’ D]
(3
Notons que cette expression établie pour des données binomiales reste vraie quelle
que soit la fonction de lien inverse h. On en verra l'utilisation dans la section suivante.
Pour le lien probit, h = ® et h' = ¢, on obtient donc:

{d () (1 — ®(n})) — o(nf)*u;MDMu, }

n;

Vo =

i=1,..,N

Ce qui, étant donné que 'on peut écrire II; = ®(n}) et t; = u;MDMu; (cf para-
graphe 3.2.2), nous redonne bien la méme expression de V;, et donc de V.
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e Cas 2: Pour un GLM avec loi de Poisson, la fonction de variance associée est:
v(pi) = pi.
D’ou:
Vo, = E(ﬂf,i)
= h(n;) = pi -
Donc on vérifie encore :
Vo = {d g }i:l,...,N-

e Cas 3: Pour un GLM avec loi exponentielle, la fonction de variance associée est :
v(pi) = 1.
D’ou:
Vo = E(ﬂg,z)
E([h(n;) + ' (n7)ii'€]?)
h(n;)? + 1 (n; ) D
= pi + piu Di;.

Or, dans ce cas, M = Iy, d’ou 4; = u;, et on vérifie une fois encore:

Vo= {d p; (1 + u;Du;) }z‘:1,...,N'

Dans les trois cas, la matrice de variance marginale V de Y dans le modele
approché, est donc bien la méme que I’approximation de V' du modeéle initial, calculée
pour l'utilisation des équations de Henderson dans les démarches directes.

3.5.2.3 La méthode d’estimation
Dans un modele approché, on a donc défini un vecteur aléatoire Y tel que:

e son espérance marginale est égale a celle de Y,

e sa matrice de variance marginale V' correspond a la matrice de variance mar-
ginale approchée de Y.

La quasi-vraisemblance étant construite a partir des deux premiers moments mar-
ginaux, nous obtenons la méme fonction. Ainsi, sa maximisation par résolution des
équations de Henderson aboutira donc aux mémes estimations (en considérant bien
entendu y comme réalisation de V).

Le détour par Y que nous proposons, permet d’éviter le calcul exact de la ma-
trice de variance V', mais aussi de prendre en compte des approximations de nature
différentes réalisées sur la fonction de lien.



102 3.5.3 Commentaires

3.5.3 Commentaires

A Taide du formalisme que nous venons de présenter, la méthode GAR, déve-
loppée a l'origine dans le cadre bien précis d’'un modele probit pour données bino-
miales, peut s’étendre a d’autres types de modélisations. L’utilisation de la quasi-
vraisemblance marginale a partir des deux premiers moments marginaux devrait
pouvoir s’appliquer a de nombreux cas. Cependant notre présentation se limite a
I’hypothese forte de conservation du lien inverse, lors du calcul de I'espérance mar-
ginale. Elle est vérifiée dans les trois cas étudiés auparavant, et le sera aussi de facon
approchée a la section 3.6. Elle semble éetre la clé principale a cette méthodologie
GAR.

Notons que dans tous les modeles avec lien identité (h Id), cette hypothese

*

LY a4 : ) _ _ ! !/ _ _ !
est vérifiée puisqu’alors je; = ne; = ;08 + w; et p; = n7 = x;4. Prenons pour
exemple le cas tres simple de données poissonniennes ou l'espérance conditionnelle
s'éerit: pe; = i + wié et la fonction de variance: v(zr) = x. L’échelle margi-

nale alors est la méme que celle dorigine: M = Iy, f¢; = n¢; et K = Iy. Aussi,
fie; = pes donc V =V, la matrice de variance s'écrit directement sous la forme
V =Vo + KMUDU' MK avec Vo = {4 ;8 }i=1,..n. Dans ce cas tres simple, nous
vérifions encore la validité du formalisme.

D’autre part, certaines applications utilisent la modélisation exponentielle avec lien

1
inverse (lien canonique: h(z) = —). Outre le fait que ce lien ne permette pas d’as-
T

1
surer la positivité du parametre de la loi, le calcul de nf = E(ue;) = E (—) =
Ui

1
E (W) pour £ ~ N(0, D), lorsqu’il converge, s’avere délicat. Pourtant, il est
Ty U;
possible d’envisager un développement limité de I'espérance conditionnelle (pour &
proche de 0):
1 1 il
- - @ - 1 _ 1 _|_ > 2 + 0 2 .
varag - wpag ) T
Selon que I'on se restreint a un développement limité au premier ordre ou au second
ordre, on aura:

u;€

o L = h(nz*) avec 772* = l‘;ﬂ (d’Ofl M = IN) dans un cas

!/
o et nf = Hx;w (dou M =<4 ﬁ ) dans lautre.
(zi3)? (23 8)? i=1,..,N
Il est alors possible de poursuivre avec:
1

e = 58~ @)
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ot X = MX et U = MU. On aboutit alors 3

V=Vy+KMUDU MK

ot K = { (N,l )Q}izl, N
et Vo, = E(v(fie;:))
= B2
_ i€ o
1 D,
RGO

Ainsi, méme s’il est limité par ’hypothese prise, ce formalisme permet d’étendre la
méthode GAR a d’autres situations.

D’autre part, notons que dans la démarche initiale, I’approximation de V' était
réalisé sous I’hypothese de composantes de la variance petites. Cette hypothese inter-
venait donc directement, et ce ne semble plus étre le cas dans la nouvelle démarche.
Pourtant, le modele approché ne sera justifié que parce qu’il permet d’aboutir no-
tamment a l’expression de la variance marginale approchée. Ainsi, sans intervenir
explicitement, cette hypotheése de o2 proche de 0 est sous-jacente.

Enfin, dans leur article, BRESLOW et CLAYTON (1993) envisagent une autre dé-
marche pour définir un modele marginal et utiliser la quasi-vraisemblance marginale.
ZEGER, LIANG, et ALBERT (1988) ont adopté une démarche similaire. Nous y avons
déja fait référence mais revenons-y a titre de comparaison.

En gardant les mémes notations, le modele initial, défini conditionnellement aux
effets aléatoires, est un GLM, que ’on peut écrire sous la forme:

Y, = I i + &

= h(zif+ul) + &, (34)

avec E(Yi|) = pei = h(ne;) = h(@)8 + uif)
V(Yil§) = V(eil§) = vipe) -

Les auteurs spécifient alors un modele marginal en termes de I’espérance marginale
par:

E(Y:) = pi = h(x}5) ,
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utilisant le prédicteur linéaire marginal 7; = 2}3. L’espérance marginale ainsi défi-
nie, & moins d'un lien identité (c’est le cas du L2M), ne coincide pas avec le vrai
calcul de I'espérance marginale.

Cependant, ils remarquent aussi que ce modele marginal peut étre dérivé du mo-
dele initial par une approximation au premier ordre de I’équation (3.4), lorsque les
composantes de dispersion tendent vers 0. En effet, on obtient alors:

Yi & h(wiB) + W (ziB)usg + €
Tout ceci les conduit a considérer la matrice de variance marginale :
V=V(Y)=Vy+ KUDU'K

avec Vo = {av(s) bim1,.N
K {d h'(ﬂz‘) }i:l,...,N .

Cette écriture, au contraire de la méthode GAR, ne tient pas du tout compte des
effets multiplicatifs introduits lors de la “marginalisation”. Et cela implique aussi,
de facon peu justifiée, que:

%ii = V(gl) = E(V(gl‘f))
= o(m) = E(v(peq)) -

3.6 GAR - Données binomiales - Lien logit

Utilisant le formalisme de la section 3.5, nous envisageons maintenant une adap-
tation de la méthode GAR au cas ou les données sont distribuées selon une loi
binomiale, dans un modele ol 'on considere le lien logit. Ce type de modélisation
est tres répandu, et est beaucoup plus utilisée que le lien probit, notamment dans
le milieu médical. Remarquons aussi que le lien logit correspond au lien canonique
associé a la loi binomiale.

Afin de poursuivre la démarche précédente, nous allons tout d’abord détermi-
ner la nouvelle échelle marginale (en identifiant 1’effet multiplicatif), pour pouvoir
ensuite approcher la matrice de variance-covariance V' et procéder a 1’estimation.

3.6.1 Modele et notations

Comme dans le cadre de la section 1, la distribution des composantes Y; est,
conditionnellement aux effets aléatoires, binomiale. On a:
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et I'on s’intéresse toujours aux fréquences: F; = — .
U

Mais ici, le lien entre pg; et le prédicteur linéaire ne,;, = x5 + ui{ se fait par
I'intermédiaire de la fonction logistique:

Dei exp (7g.i)
In(—")=n; <=  pei= :
(1 — pﬁ,z) ¢ ¢ I+ eXP(nﬁ,i)
et 'on note g(r) = ln(1 f :c) et h(z) = lj—%x(m)) (h=9g").

On suppose toujours une distribution gaussienne pour les effets aléatoires: £ ~

N(0, D).

3.6.2 Calcul de n*

On s’intéresse tout d’abord au calcul du prédicteur linéaire marginalisé n* et a
I'identification de M.

Vie{l,...,N},

E(F;) = E(E(Fif) = E(pe:)
= E(h(ne;))
eXP(ﬁs,z‘) ) _

1+ exp(n,;)

Malheureusement, ce calcul exact est difficilement réalisable. Nous envisageons alors
I'approximation usuelle de la fonction logistique (ZEGER et al. 1988):

exp() \ 16v/3

P g -
1+ exp(z) (cz) ol 157

Ce passage par la fonction @ est réalisé successivement dans un sens puis dans I'autre.
C’est un artifice de calcul permettant d’utiliser les propriétés de cette fonction pour
le calcul de I'espérance marginale. Cela signifie que, momentanément, on se place
dans un modele avec lien probit.
Alinsi,

B(F)

R

2
KA
/—\
+
Q[\?
£
U
&
L=
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A T'aide de I'approximation inverse, on a alors:

;3
exp | ————
\/ 1+ 2uiDu;
E(F;) ~

!/
1+exp ( zi0

\/ 1+ cu;Du;

\/ 1+ culDu; 7
. 1
dou M = {d — } .
\/ 1+ c*u;Du; 1N

)

avec 177 =

Maintenant que ’on a su identifier n* et M, on peut définir [e prédicteur linéaire
conditionnel sur la nouvelle échelle :

ne = 0"+ MUE
= 1"+ UE,

ainsi que la matrice K :

K = {a W) Yimr,n

{d (1 f;i%y):)ﬂ } N

.....

= {awi(l—pwi) bicr, N -

3.6.3 Calcul de V

Pour calculer V', les matrices K et M étant connues, il reste a déterminer Vj.
D’apres I'expression obtenue au 3.5.2.2, dans le cas binomial avec une fonction de

lien quelconque; on a ici, avec h(x) = %(I()):
xp(x
1 ~ ~
Vo = [0 (1 = A7) — B (0?24 Diij]
exp(n;) - exp(n})

"MDMu;| .
i+ exp() P L [+ exp(nr))? DMl

La matrice V s’écrit alors:

V = W+ KMUDU' MK
= W+ LUDU'L
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!/ *
avecL:KM:{d%}.

\/ 1+ culDu;

3.6.4 Méthode d’estimation

On procede donc a l’estimation par maximisation de la fonction de quasi-vrai-
semblance. Pour cela, si D est connue, on résout le systeme itératif suivant :

(Xlw[t}—lX)ﬁ[t-I—l} — Xlw[t}—lc[t} ’ (35)

avec C[t} — X/B[t} _|_ L[t}_l(f _ u[t})
et wlil = -1y pig-1

D étant inconnue, on approche V par V et on considere:

wll = pl-=tyei-1
LM*IVOMLM*I+UDU’

= RU L UDU' ,
ol R est alors de la forme:
1 (1 “))2(1 2u! Du,
n; exp(n;) i=1,...,N
1.1 2u! Du,
_ {d Lt ctuDu g }
ni (1 — pi) i=1,..,N

On obtient donc une solution aux équations (3.5) avec W, par résolution des
équations de Henderson. Pour cela, on utilise le sous-produit ¢ obtenu, comme pré-
diction de £ ainsi que pour ’estimation des composantes de la variance.

3.6.5 Quelques simulations

Dans le tableau ci-dessous, nous présentons les résultats de quelques simulations.
Si nous avons choisi ce cadre particulier du modele binomial - lien logit pour réaliser
des simulations, c¢’est qu'une méthodologie GAR a pu étre envisagée dans ce type
de modele grace au formalisme proposé.

Dans ce modele, nous avons simulé des vecteurs de données de taille 20. Un seul
effet aléatoire avec 4 réalisations a été introduit. Apres avoir imposé un effet fixe
nul, nous avons réalisé, pour chaque valeur de o2 considérée, 200 simulations. Les
résultats des moyennes et écart-types pour 3 et o2 obtenues sont les suivantes:
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| o? simulé | 0?=0.01 | 0?=0.1 | ¢°=0.5 o’=1 | o’=2 [o°=14
o estimé || 0.013 0.115 0.536 1.336 11.378 | 384.2
écart type || 0.015 0.112 0.543 1.459 | 114.878 |3973.163
3 estimé -0.005 -0.010 0.014 -0.011 0.059 0.930
écart type || 0.065 0.151 0.304 0.501 1.278 7.838

TAB. 3.1 — Résultats d’estimation des parameétres par la méthode GAR adaptée a un
modele binomial - lien logit.

Ainsi & partir de 02 = 1 et surtout pour 02 = 2 et 0> = 4, les estimations obtenues se
détériorent. Nous retrouvons la le fait que 1'utilisation de cette méthode est réservée
au domaine de validité de I'approximation de la matrice de variance V par V; c¢’est-
a-dire pour des petites valeurs des composantes de la variance.

Enfin, nous avons eu l'occasion d’émettre des doutes quant a la prévision de
& obtenue. Des simulations effectuées ne sont pas venues diminuer ces doutes, en
comparant le £ simulé et le & prédit.
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Annexe au chapitre 3

Propriété: Si X ~ N(u,0?) alors E(®(X)) = @(\/llj—iﬂ) ’

avec ®: fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Démonstration :

B@(X) = [ o) fx(w)ds

—00

avec fx : fonction de densité de la loi normale N (u, o'?).

Soit U variable aléatoire de loi N'(0,1) indépendante de X, alors:

BeX) = /_J:OP(USJU)J[X(x)dx
N /Jroo(/moofU(“)du)fX(x)dx

=[] o e)duds
P(V € D)

ou: V =(U,X) couple de composantes indépendantes
D est le domaine défini par D = {(u,2) € R*/u < 2} .

E@X)) = PU<X)

= P(U-X<0) avec U — X ~N(—pu,1+0?)
_ p U-X+npu !
Vi+o?2 T V1402







Chapitre 4

Une hétérogénéité dans les
modeles mixtes

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a une nouvelle catégorie de modeles
que sont les modeéles linéaires généralisés mixtes a variances hétérogenes.
Comme leur nom l'indique, nous restons dans le cadre d’une modélisation liant effets
aléatoires et modeles linéaires généralisés. Notre attention se porte toujours sur
I'estimation des parametres de variance de ces effets aléatoires — les composantes de
la variance. Cependant, nous introduisons ici de nouveaux parametres de variance
afin de modéliser 'hétérogénéité, et le but de ce chapitre est d’en proposer une
méthode d’estimation.

Si la notion de modeéle linéaire généralisé mixte, sujet central de cette these, a été
largement décrite dans les chapitres précédents, il n’en est pas de méme en ce qui
concerne celle d’hétérogénéité. Cette notion d’hétérogénéité peut recouvrir des sens
différents selon les auteurs et les contextes, et peut donner lieu a des modélisations
variées. Aussi, dans un premier temps, nous précisons le sens que nous lui accordons
ici, et nous donnons une définition des modeles étudiés en soulignant les difficultés
particulieres qu’ils soulevent pour la mise en place de procédure d’estimation.

Dans ce chapitre et pour atteindre notre objectif, I'algorithme EM va s’avérer
un outil essentiel. Ainsi 'objet de la section 4.3 est de revenir tout d’abord sur son
utilisation dans le cadre général des modeles a effets aléatoires. Puis, apres avoir
décrit cet algorithme dans le cas particulier d'un GLM avec surdispersion, nous
verrons qu’il semble peu envisageable de prolonger, sans autre détour, cette démarche
pour un GL2M quelconque. Malgré tout, nous nous arrétons dans la section 4.4 sur
sa mise en place dans les modeles linéaires mixtes. Ce qui donne alors naissance a
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différents algorithmes que nous présentons, et souligne le bien-fondé de la démarche
EM pour traiter I’hétérogénéité.

C’est pourquoi nous réutilisons cette idée, de facon indirecte cette fois-ci, en sec-
tion 4.5 pour en arriver a proposer une méthode d’estimation des composantes de
la variance dans un GL2M hétérogene. Cette méthode combine a la fois la linéari-
sation du modele linéaire généralisé a effets aléatoires, déja rencontrée au chapitre
2, et l'utilisation des algorithmes proposés dans la section précédente au sein des
modeles linéaires mixtes a variances hétérogenes. Nous verrons comment cette mé-
thode, dans le cas particulier de I'homogénéité, nous ramene aux travaux présentés
au deuxieme chapitre. Des résultats de simulations seront présentés pour observer
son comportement.

4.2 Introduction de I’hétérogénéité dans les mo-
deles mixtes

4.2.1 La notion d’hétérogénéité et les L2M a variances hé-
térogenes

La notion d’hétérogénéité et, a I'opposé, celle d’homogénéité sont utilisées par
de nombreux auteurs dans des contextes tres variés. Cette multiplicité donne lieu a
des définitions tres vagues dans le cadre général. D’autant plus vagues qu’a ces deux
notions viennent parfois se greffer, voire se confondre, celles d’hétéroscédasticité et
d’homoscédasticité. Si bien qu’une différenciation précise de ces termes n’est pas
toujours tres claire dans la littérature, mais ce n’est pas notre sujet. Nous nous
intéressons ici aux modeles a wvariances hétérogenes et nous précisons dans cette
section le sens que nous donnons a ces termes.

[’étude de la nature des variations observées dans des données relevées sur une
population, est I'un des objectifs principaux de la statistique. Lorsqu’une population
se divise en sous-groupes, il est intéressant de savoir si les observations se comportent
de maniere identique d’un sous-groupe a 'autre. Si c’est le cas, cette répartition en
sous-population sera dite dans le langage usuel homogéne. A contrario, constater une
hétérogénéité peut constituer une source d’information importante lors de I’analyse
de données. Nous allons voir comment une modélisation peut justement prendre en
compte ces différences de comportement d’un sous-groupe a un autre.

Tout d’abord, le découpage en sous-groupes (ou classes ou sous-population) peut
étre précis ou au contraire flou. En effet, dans certaines situations une hétérogé-
néité des données est pressentie sans bien savoir a quel découpage elle correspond
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précisément ; autrement dit, si telle donnée appartient ou non a tel sous-groupe.
Les modeles de mélange apparaissent alors comme un outil naturel permettant de
prendre en compte ce type d’hétérogénéité. Des lois sont supposées pour chaque
classe, et en affectant a chaque donnée une certaine probabilité d’appartenance aux
différentes classes, ces modeles permettent de respecter la non connaissance exacte
du découpage. Dans ce cadre, on peut se référer notamment aux travaux de DIETZ
(1992), DIETZ et BOHNING (1995), qui étudient justement les mélanges de GLM.

Ici, nous nous intéressons davantage au cas ou les sous-populations sont par-
faitement définies par I'expérience: on connait le groupe auquel appartient chaque
donnée. Ce découpage est indicé par 7. Au cours de la modélisation, un vecteur
aléatoire est introduit, dont plusieurs réalisations interviennent (non exclusivement)
dans la i*™® sous-population. Alors pour traduire des différences de comportement
d’une sous-population a I’autre, on suppose que la composante de ce vecteur, associée
a la i®™¢ sous-population, est distribuée normalement avec un parametre de variance
égal & o2. L’hétérogénéité s’exprime alors par une différence entre ces parametres de
variance o? a travers les sous-groupes.

Il est possible d’insérer cette description de I'hétérogénéité a différents niveaux.
Dans le cadre des modeles linéaires, le vecteur aléatoire introduit précédemment,
et sur la distribution duquel s’exprime ['hétérogénéité, peut correspondre a deux
sources d’aléa. Il représente, en effet, soit la composante résiduelle du modele, soit

le vecteur d’effets aléatoires. Nous décrivons ces deux situations.

e Cas 1: I'hétérogénéité se situe au niveau de la distribution des erreurs.

Dans cette situation, le vecteur aléatoire est de méme taille que celui des
données. Chaque réalisation est associée a une et une seule donnée. Le vecteur
peut alors étre découpé selon les sous-populations. Dans ce cadre, on pourra
considérer un modele linéaire avec ou sans effets aléatoires. AITKIN (1987)
envisage le cas du modele linéaire a variances hétérogenes lorsqu’il reprend
la modélisation de I’hétérogénéité proposée par COOK et WEISBERG (1983).
Dans son travail, chaque donnée correspond a un sous-groupe, et de plus un
modele log-linéaire pour les différents parametres de variance est supposé.
D’autres auteurs, comme FOULLEY, SAN CRISTOBAL, GIANOLA, et Im (1992),
ont considéré le cas des modeles linéaires mixtes a variances hétérogenes, en
supposant de méme un modele pour la variance.

o Cas 2: I'hétérogénéité se situe au niveau de la distribution des effets aléatoires.
Le vecteur aléatoire n’est alors plus de meéme taille que celui des données. Une
meéme réalisation peut intervenir aupres de plusieurs données et le vecteur ne
peut alors plus se découper selon les sous-populations. Ainsi, pour décrire cela,
on suppose qu'un deuxieme découpage de la population, indicé par j celui-la,
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est effectué, emboité ou croisé au découpage précédent. On oublie un instant
le premier découpage et I'on suppose qu’a la 7™ sous-population est asso-
cié le niveau d'un facteur ;. Ce facteur est ensuite considéré au cours de la
modélisation comme facteur a effet aléatoire, c’est-a-dire que les &; sont des
réalisations indépendantes d’une loi normale centrée de variance o2. Le vec-
teur £ = (&1,...,§j,...)" rassemble ces réalisations, que nous n’observons pas
directement au cours de 'expérience. En reprenant maintenant le découpage
selon les classes, on renouvelle les hypotheses précédentes et 1'on suppose que
les &; dans la :*™ classe sont des réalisations indépendantes d’une loi normale
centrée de variance o?, cette fois-ci dépendante (indice 7) de la classe. Dans
cette situation alors, 'hypothese d’hétérogénéité se traduit encore par les dif-
férences entre les o?. Cette hétérogénéité concernant les effets aléatoires, avec
ou sans association a une hétérogénéité résiduelle, correspond au type de mo-
délisation considéré notamment par GIANOLA (1986), ou encore FOULLEY et

QUAAS (1995).

Notons que certains auteurs ont adopté d’autres définitions de la notion d’hétéro-
généité. Selon JACQMIN-GADDA et COMMENGES (1995) par exemple, cette notion
se rapporte davantage a la présence ou non des effets aléatoires. Dans notre tra-
vail, nous conservons cependant la description précédente du cas 2. Cela répond
a de nombreuses situations pratiques en génétique animale. GARRICK, POLLAK,
QUAAS, et VAN VLECK (1989) le soulignent par des exemples dans le domaine de la
production animale. HILL (1984) a mis en évidence qu’il était important de ne pas
oublier de prendre en compte cette hétérogénéité dans des procédures d’évaluation
génétique. Depuis, divers travaux ont eu lieu dans ce domaine.

Alinsi, c’est cette définition, selon laquelle I’hétérogénéité se traduit par des dif-
férences sur les parametres de variance d’un vecteur aléatoire, et plus précisément
des effets aléatoires, que nous reprenons dans ce travail en ’élargissant au cadre
des modeles linéaires généralisés mixtes. Nous décrivons plus précisément dans la
sous-section suivante les modeles étudiés.

4.2.2 Définition des GL2M a variances hétérogenes

La modélisation avec variances hétérogenes présente un intérét certain en pra-
tique. Mais jusqu’a présent, les travaux réalisés (notamment par GIANOLA (1986),
AITKIN (1987), GIANOLA et al. (1992), FOULLEY et QUAAS (1995)) concernent prin-
cipalement 1'hétérogénéité dans les modeles linéaires ou modeles linéaires mixtes.
Nous reprenons ici le point de vue selon lequel ’hétérogénéité se traduit par des
hypotheses sur la distribution des effets aléatoires, et nous I'étendons au sein des
modeles linéaires généralisés mixtes.
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Pour cela, nous supposons une certaine stratification des données et c’est relati-
vement a celle-ci que s’énoncera une fois de plus 'hypothese d’hétérogénéité. Dans
le contexte de la génétique animale, les différents niveaux de cette stratification
correspondent souvent a différents environnements (pouvant étre des troupeaux,
des régions ...). Nous supposons disposer de I environnements et nous cherchons a
mettre en évidence des différences de comportements entre les environnements. En
ce qui concerne les effets aléatoires, nous ne faisons pas ici d’hypotheses supplémen-
taires: ils peuvent étre croisés, emboités ou correspondre a une surdispersion. Nous
présentons dans un premier temps les modeles avec un seul effet aléatoire, puis nous
en donnerons ultérieurement I’extension a un nombre K d’effets.

Pour définir les modeles linéaires généralisés mixtes a variances hétérogenes, nous
reprenons les trois hypotheses classiques de définition des modeles linéaires généra-
lisés mixtes. Parmi elles, les hypotheses d’une part sur la distribution conditionnelle
aux effets aléatoires du vecteur réponse, que l'on suppose appartenir a la famille
exponentielle, d’autre part sur la fonction de lien reliant I’espérance conditionnelle
et le prédicteur linéaire, restent identiques. C’est par contre dans I'expression du
prédicteur linéaire qu’intervient la modélisation de 1'hétérogénéité. En effet, pour
tout environnement 7, on définit le prédicteur linéaire associé au sous-vecteur Y; (de
taille n;) du vecteur réponse (observations pour le i®¢ environnement), de la fagon
suivante :

Vie {1:7[} ) nz:Xzﬁ_FUzsz
ou X; et U; (respectivement n; X p et n; X q) sont les sous-matrices de X et U fixées
par 'expérience, et (3 le vecteur des parametres fixes inconnus de taille p. Le vecteur
aléatoire &, a ¢ composantes, est le vecteur des effets aléatoires. Il est distribué selon
la loi normale multivariée centrée réduite. Il se réalise en & = (&;,...,§;, ..., &) au
cours de I'expérience, réalisations qui ne sont pas observées directement.

Remarque : Nous rappelons que, pour des commodités d’écriture, et dans tout le
document, nous désignons par £ a la fois le vecteur aléatoire et sa réalisation.

En notant z,, et u},, les m*™* lignes de X; et U;, le prédicteur linéaire pour la m™®
observation de I’environnement ¢ est donc:

o /

Dans cette expression du prédicteur linéaire, il est important de noter les deux
points suivants.

e Les parametres de variance o? dépendent de chaque environnement (indice 7).
L’hétérogénéité nait donc dans cette différence exprimée d’un environnement
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a I'autre. Ils ont été sortis de la distribution du vecteur d’effets aléatoires £ et
interviennent comme parametre d’échelle. La loi normale supposée a alors une
variance unité. Si £ était un vecteur fixe, ces parametres de variance pourraient
étre vus comme de nouveaux parametres de régression.

e Le vecteur ¢ est le seul non indicé par 7. Autrement dit, c’est le méme vec-
teur aléatoire qui intervient dans les différents environnements. Ce qui signifie
qu'un découpage de &, en séparant les différents niveaux du facteur a effets
aléatoires selon les environnements, n’est pas toujours réalisable. Il se peut
qu'une meéme réalisation d'un des niveaux du facteur intervienne dans plu-
sieurs environnements. Ce sont ensuite les éléments de la matrice U qui en
donneront l'indication. En pratique, cela se traduit de la facon suivante. Re-
prenons ’exemple classique en génétique animale de modélisation des mesures
sur les veaux et ol a chaque taureau pere, on fait correspondre une réalisation
d’un facteur a effet aléatoire. On imagine alors qu'un méme taureau peut étre
transféré dans plusieurs environnements. La réalisation de 1'effet aléatoire qui
lui sera affectée interviendra alors dans deux environnements différents i et 7',
associée a deux prédicteurs différents 7; et n; avec deux parametres d’échelle
différents o; et 0;. Cette hypothese ne pouvait alors se traduire autrement que
dans une écriture ou le parametre o; est sorti de la distribution de £, sans quoi
une meéme réalisation n’aurait pu étre réalisation de 2 lois différentes.

Ces deux points traduisent la délicate introduction de I'hétérogénéité dans ces
modeles. A cause du deuxieme point mentionné, alors que les parametres o; avaient
été sortis de la distribution de £ au début par commodité d’écriture, il semble main-
tenant impossible de les y replacer : on doit les maintenir comme facteur d’échelle.

Ces remarques auront toute leur importance ensuite lors de la mise en place des
procédures d’estimation. En effet, sans 1’hétérogénéité, dans les modeles linéaires
mixtes, le parametre ¢? peut étre maintenu comme parametre de variance dans la
distribution de l'effet aléatoire. On a vu alors dans les chapitres précédents que la
variance empirique des valeurs prédites (i.e. des valeurs estimées des réalisations non
observées : fk, k=1,...,q) de leffet aléatoire permet d’en estimer la variance. Ici,
on ne peut plus se ramener a cela puisqu’une méme réalisation peut étre associée a
deux parametres de variance différents. GIANOLA (1986) explique cependant que la
procédure BLUP usuelle est adaptable au cas hétérogene. Mais il envisage pour cela
une modélisation différente. Pour tout j, il répete la réalisation de 'effet aléatoire &;
autant de fois qu’elle intervient dans des environnements différents. Puis il affecte
chacune de ces répétitions aux environnements concernés. Enfin, bien entendu, pour
modéliser le fait que ces répétitions sont fortement liées entre elles (puisqu’issues
d’une méme réalisation), il introduit des coefficients de corrélation. Il nous semble
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cependant plus naturel de garder une seule et méme réalisation au sein du modele
lorsque c’est un méme taureau par exemple qui intervient dans des environnements
différents. Mais cela implique de nouvelles difficultés pour définir des procédures
d’estimation. C’est ce que nous étudions dans les sections 4.4 et 4.5.

Pour finir, I’extension a la modélisation avec plusieurs effets aléatoires est immé-
: 4 : Lo (el / IRYAPR :
diate. Supposons K effets aleatou:es. §= (&, & &) ol & (ny X g;) contient
maintenant les ¢; réalisations du j°™¢ effet aléatoire. Le prédicteur linéaire s’exprime
alors de la fagon suivante:

K

m= X+ Y 0iUié;
1=1

éme

ol 07; est la variance du j*™° effet aléatoire dans le i*® environnement.

4.3 Utilisation directe de l’algorithme EM dans
les modeles mixtes

Nous venons d’exposer les hypotheses de modélisation que nous adoptons afin
de traduire une certaine hétérogénéité des données. Ces hypotheses concernent les
parametres de variance des effets aléatoires. La question naturelle qui en découle
est bien entendu celle de I'estimation de ces parametres: nous rejoignons alors le
point d’ancrage principal de cette these. Pour cette estimation, nous 1’avons déja
brievement évoqué et nous y reviendrons, la plupart des algorithmes usuels n’ont plus
cours. L’algorithme EM présente, quant a lui, de nombreux atouts. Nous consacrons
la section 4.4 a son utilisation au sein des L2M, et la section 4.5 a I'utilisation que
nous en proposons au sein des GL2M hétérogenes. Mais avant cela, nous décrivons
dans cette section d'une part 1'idée qui anime cet algorithme lorsqu’il s’agit d'un
modele quelconque a effets aléatoires et d’autre part, dans les GL2M, les limites de
son utilisation directe au cas de données surdispersées.

4.3.1 La démarche EM dans les modeles a effets aléatoires

Depuis sa mise en place par DEMPSTER, LAIRD, et RUBIN (1977), l'algorithme
EM a permis, dans des contextes variés, de résoudre de nombreux problemes liés a
I’estimation de parametres. En effet, cet algorithme constitue un outil conceptuelle-
ment simple pour obtenir des estimations du maximum de vraisemblance. Il permet,
dans diverses situations, de contourner la difficulté d’obtention de la vraisemblance
des observations lorsque la distribution “marginale” de ces observations est délicate
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a spécifier. Il réalise cela par I'introduction de données manquantes, que 1’on n’ob-
serve pas au cours de I’expérience, mais dont on connait la vraisemblance jointe aux
données observées. Cet algorithme est a la base de nombreux travaux et diverses
extensions en ont été proposées (cf. MCLACHLAN et KRISHNAN 1997).

Les modeles a effets aléatoires sont un cadre naturellement propice a 1'utilisation
de cette méthodologie. Fn effet, dans ces modeles, la distribution conditionnelle du
vecteur réponse conditionnellement aux effets aléatoires, et la distribution marginale
des effets aléatoires sont connues. Ainsi, la distribution jointe du vecteur réponse Y
et des effets aléatoires £ s’obtient immédiatement. Ce qui est loin d’étre le cas de la
distribution marginale de Y.

Puisque nous n’observons pas les effets aléatoires, ils joueront logiquement le role
des données manquantes. Et la distribution jointe précédente constitue alors la dis-
tribution des données completes. En notant ® le vecteur des parametres a estimer,
ceci se décrit par: f(Y,£|®) = f(Y|E, @).f(£]®) (on adopte ici la notation générique
de f comme fonction de densité des lois des variables indiquées).

[’algorithme est itératif et se découpe & chaque pas en deux étapes. Soit &) la
valeur des parametres au pas ¢, nous décrivons ces deux étapes de la facon suivante :

e l'étape E (Expectation): les effets aléatoires n’étant pas observés, on remplace
la log-vraisemblance des données completes par son espérance selon la distri-
bution conditionnelle des effets aléatoires sachant les données observées et 1’on
s’intéresse a la fonction de ® suivante:

Q(2]2") = Elln(f(Y,¢|@))ly, @]

e l'étape M (Maximization): on maximise Q(®|®®") pour obtenir ¢+

dUH) = argmax(Q(®|d1)) .

Pour finir, on itere ces deux étapes jusqu’a convergence. De facon générale, de nom-
breux travaux théoriques, pour étudier les conditions de convergence et de conver-
gence vers le maximum de vraisemblance de cet algorithme (ou de ses extensions),
ont été réalisés (cf. Wu 1983). Nous n’insistons pas ici sur ce point.

Dans le cadre des modeles linéaires mixtes, cet algorithme en a rejoint d’autres
permettant d’obtenir des estimations du maximum de vraisemblance ou maximum
de vraisemblance restreint. Il a notamment 1’avantage de pouvoir éventuellement
s’étendre a des hypotheses de lois sur les effets aléatoires autres que la loi normale,
a partir du moment ou ’on dispose de la loi de ces effets conditionnellement aux ob-
servations. Dans la section suivante, nous verrons comment cet algorithme s’adapte
tres bien a 'introduction de ’hétérogénéité dans les L2M.
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Pour les modeles linéaires généralisés mixtes, de nombreux travaux ont été réa-
lisés. La difficulté principale est alors liée au calcul de I'intégrale a ’étape E: que ce
soit pour le calcul de I'espérance de la log-vraisemblance compléte ou pour celui de
sa dérivée (apres échange des signes de somme et de dérivation puisque I'on cherche
a maximiser la fonction @)). Pour réaliser ce calcul, Bock et AITKIN (1981) ont pro-
posé l'utilisation d’une approximation numérique: la quadrature gaussienne. Cette
idée a été reprise par de nombreux auteurs par la suite. Citons notamment HINDE
(1982) pour des données Poissonniennes (il programme la méthode en GLIM), AN-
DERSON et AITKIN (1985), JANSEN et HOEKSTRA (1993) pour des données binaires
(ou multicatégories), et dans un cadre général ANDERSON et HINDE (1988). Nous
décrivons plus précisément cette démarche dans la sous-section suivante. Cependant,
il est important de noter d’ores et déja que ces travaux concernent essentiellement
les cas de données surdispersées, tout en s’adaptant plus ou moins facilement au cas
d’effets aléatoires emboités.

D’autres développements ont été réalisés a ce sujet. IM et GIANOLA (1988) ont
comparé cette méthode avec une procédure du simplex. A linstar des travaux de
STIRATELLI, LAIRD, et WARE (1984) qui réalisent & la fois une approximation nu-
mérique et analytique au premier ordre de l'intégrale, STEELE (1996) propose de
remplacer la quadrature gaussienne par I’approximation analytique de Laplace. En-
fin, en levant les hypotheses faites sur la distribution des effets aléatoires, AITKIN
(1996) propose une estimation maximum de vraisemblance non paramétrique de
cette distribution. On retombe alors dans le cadre des modeles de mélange.

Notons enfin, méme si cela s’écarte de notre sujet, que ’algorithme EM a suscité
de méme de nombreux travaux dans le cadre des modeles non linéaires a effets
aléatoires. WALKER (1996) a derniérement proposé un algorithme ou I’étape E est
réalisée par une méthode de Monte Carlo.

4.3.2 Limites de ’algorithme EM au cas du GLM surdis-
persé

Si I'on applique directement le raisonnement EM dans le cadre des modeles li-
néaires généralisés mixtes, on butte sur I'obstacle du calcul de ’espérance, réalisable
avec la loi normale grace aux regles de conditionnement, mais plus difficile pour
d’autres lois. Devant la difficulté de ce calcul intégral, divers auteurs ont pris le
parti, dans certains cas, d’utiliser une approximation par quadrature gaussienne.
Nous décrivons ici plus précisément cette démarche. Cependant cette description
est réservée au cas d’'un GLM surdispersé, la surdispersion étant modélisée par I'in-
troduction d’un effet aléatoire, dont on affecte & chaque donnée une réalisation diffé-
rente. Ceci nous donnera ['occasion de souligner pourquoi cette démarche d’approxi-



120 4.3.2 Limites de ’algorithme EM au cas du GLM surdispersé

mation semble peu adaptée au cas d’effets aléatoires quelconques (et notamment
non emboités).

On note toujours Y le vecteur a expliquer, et & le vecteur d’effets aléatoires
exprimant la surdispersion. Selon I'hypothese de modélisation de la surdispersion
décrite ci-dessus, Y et & sont de méme taille et la i®™¢ composante du prédicteur
linéaire s’écrit : n; = 28 + &. On suppose: & ~ N(0,0?) et pour tout ¢ différent de
7, & et & indépendants. D’autre part, conditionnellement a ¢, les composantes Y;
de Y sont indépendantes, et distribuées selon une loi de la famille exponentielle. On
peut réécrire le prédicteur linéaire en sortant le parametre o sous la forme:

mi=wB+0& ou &~ N(0,1). (4.1)

Cette écriture, tres utile en pratique, est souvent adoptée. Elle est indispensable,
comme nous l'avons vu dans la section précédente, pour décrire les modeles avec
variances hétérogenes. Les & vont donc jouer le role des données manquantes et 1'on
note ® = (', 0)’, le vecteur des parametres inconnus.

Remarque : Dorénavant, on conserve I’hypothése d'une distribution normale cen-
trée réduite des composantes de £. On désignera par f les différentes fonctions de
densité des lois mises en jeu.

La premiere étape de I'algorithme EM nous conduit a nous intéresser a la fonc-
tion:

Q(®[@") = E[In(f(y, &|®))|y, ] .

Ici, de par I'hypothése de surdispersion, les différents couples (Y;, &;) sont indépen-
dants mais ce n’est pas le cas autrement. Ainsi, on peut écrire: In[f(y,&|P)] =

Zln (ys, &|P)].
N
Dol QBIE) = 5 [ Inlf (s 1)) (Gl ¥
=:Zkt/ [ (3 6191 (111, ®0) £ (E0) s

On désigne par k; la constante de normalisation résultant de ’application de la regle
de Bayes: ki = [ f(ulés, )/ (€:)dé:
R

On s’apercoit donc que I’hypothese de surdispersion se révele importante puisque non
seulement elle n’a pas introduit de dépendance entre les différents couples (Y3, &;),



4.3.2 Limites de l’algorithme EM au cas du GLM surdispersé 121

mais elle a aussi permis de réduire l'intégrale multiple & N dimensions (sur toutes
les composantes des effets aléatoires) en une somme d’intégrales simples.

Lors de la seconde étape, c’est la maximisation en ® de cette fonction Q(®|®®)
qui nous intéresse. Par inversion des signes intégral et dérivée, on obtient pour la
dérivée de Q par rapport a la r*™¢ composante de ®:

PO i [ PRSI0 iy, 00 e

De plus, In[f(y;, &|®)] = In[f (y:|&, @)] + In[f(&;)]. Or, grace a 'écriture (4.1) précé-
dente du prédicteur linéaire, le parametre de variance a été sorti de la distribution
des effets. Ainsi f(&;) ne dépend pas de ®. On aboutit alors a:

M Zk ' 61“”5{{;5“@” (s, @) F(€0) s

Au vu de cette expression, c¢’est donc la distribution conditionnelle du vecteur
réponse sachant les effets aléatoires que l'on va dériver par rapport aux différentes
composantes de (3 et par rapport a o. Et, c’est cette intégrale de dimension 1 que
I’on approche par quadrature gaussienne. Cette technique consiste a discrétiser 'in-
tégrale. C’est a dire qu’elle est remplacée par une somme finie en [ points que I'on
appelle les points de quadrature (c¢f. STROUD et SECREST 1966) et que 1'on note ici
&m, m = 1,...,1. Dans cette somme en pratique, les valeurs k; * f(v;|&m, @) f (&)

l

sont remplacées par des poids w,;, avec Zwml = 1. Le nombre de points de
m=1
quadrature [ est a fixer au préalable. On obtient ainsi:

8 (13(1) ! 61 i maq)
Q( ‘ ZZ Wi n| (g@f )]

i=1lm=1

Pour poursuivre le développement de cette expression, on reprend les notations du
premier chapitre, ou b désigne 1’application qui relie l'espérance p au parametre

canonique # d’une loi de la famille exponentielle (p; = ¥'(6;)). Et on a:
Oln[f (yil&m, @) _ 00, '
0%, = g5, v~ V(O]

On cherche donc, pour chaque composante de @, a résoudre 1’équation :

Z Zwmzaq) o bl(e )] 0 ou b’(el) = g_l(x;'ﬂ + Ofm) .

m=1i=1
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La solution du systéme ainsi obtenue nous donne I’estimation recherchée du vecteur
des parametres ®. Sous cette forme, le parametre o a rejoint 3 comme parametre
de régression associé au nouveau vecteur de régression constitué par les points de
quadratures &,,. Ainsi, pour résoudre ces équations, on peut reprendre la procédure
des moindres carrés généralisés itérés, utilisée pour l'estimation des parametres de
régression dans les modeles linéaires généralisés classiques. A chaque itération, les
poids wy,; devront étre recalculés. Ceci combine donc les techniques EM et GLM.

Cette procédure, décrite dans le cas d'un modele avec surdispersion, s’adapte
plus ou moins facilement au cas d’effets aléatoires emboités. ANDERSON et AIT-
KIN (1985), IM et GIANOLA (1988) ont envisagé le cas d'un emboitement a deux
niveaux. Dans un cadre général toutefois (effets aléatoires croisés par exemple),
STEELE (1996) notamment souligne la délicate adaptation de cette méthode pour
des intégrales multiples. De plus, en génétique animale en général, les bases de don-
nées sont souvent tres grandes et exigent des calculs informatiques importants. Cette
complexité, combinée a celle d’un algorithme aussi exigeant a la base, ne facilite en
rien l'utilisation de cette méthode.

D’autre part, il reste que la rapidité de convergence de l'algorithme est mal
maitrisée. Les remarques faites a ce sujet dans le cas linéaire par THOMPSON et
MEYER (1986), nous incitent ici & dire que plus la valeur de I'estimation de o2 est
petite (tend vers zéro), plus la vitesse de convergence va avoir tendance a diminuer.
Pour accélerer cette convergence, certaines techniques peuvent étre proposées comme
I’accélération d’Aitken.

Enfin, un autre inconvénient a noter pour cette méthode est que cet algorithme
ne fournit pas d’erreur standard pour les estimations (alors qu’ IM et GIANOLA
(1988) souligne que la méthode du simplex peut étre adaptée pour donner la variance
asymptotique et offre d’autre part une convergence plus rapide).

Ceci dit, comme nous allons le voir, méme si I'utilisation de I’approximation gaus-
sienne nous semble peu attrayante pour une mise en place directe de I’algorithme EM
dans les GL2M, ceci n’enleve en rien son intérét pour appréhender I’hétérogénéité
dans les modeles mixtes.
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4.4 Estimation des composantes de la variance
dans les L2M hétérogenes

Nous nous limitons dans cette section au cas linéaire gaussien. Nous présen-
tons dans un premier temps un exemple d’une telle modélisation, pour ensuite nous
intéresser plus particulierement au probleme de ’estimation. Nous expliquons pour-
quoi certaines démarches usuelles, méme dans ce cas particulier de la loi normale,
semblent limitées face a I’hétérogénéité. Ce n’est cependant pas le cas de la dé-
marche EM et nous décrivons différentes procédures (soit existantes, soit que nous
proposons) basées sur cette démarche. Pour des raisons de clarté de présentation,
nous considérons uniquement, dans toute cette section, des modeles avec un seul
effet aléatoire. Notons néanmoins que ceci peut se réécrire dans le cas de plusieurs
effets aléatoires.

4.4.1 Un exemple simple

Le petit exemple suivant est issu de FOULLEY et QUAAS (1995) et concerne le
domaine de la génétique animale, mais peut étre repris dans différents cadres. C’est
un exemple simplifié de modele linéaire mixte avec un seul effet aléatoire a variances
hétérogenes. Les différents algorithmes évoqués au cours de cette section seront
appliqués a cet exemple. Et le méme plan d’expérience sera utilisé en simulations.

Il s’agit d'un relevé (tableau 4.1) de 36 observations sur des animaux provenant de
3 environnements différents. Un effet fixe est associé a chacun de ces environnements
et un effet aléatoire est associé au pere géniteur. Les 36 sujets sont issus de 4 peres
différents qui interviennent tous (sauf pour le pere 1) dans les 3 environnements.
L’effet aléatoire a donc 4 réalisations croisées avec les 3 environnements.

On associe alors a cette expérience le modele linéaire mixte a variances hétéro-
genes suivant :
Vi € {1,2,3}, (environnement)
Vi€ {1,2,3,4} , (pere)
Vk € {1,...,n;;} , (n;; nombre d’individus de pere j dans 'environnement )

Yije = Bi + 0:&5 + €iji (4.2)
ou 6 ~ N(O, [4) et Eijk ™~ N(O, 0'32_[36).
De cette facon, il est possible de prendre en compte les deux types d’hétérogénéité :

- celle sur l'effet aléatoire: avec des o; différents pour les 3 environnements,
- celle sur les erreurs: avec des o, différents pour les 3 environnements.
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No Indiv. Observ. Environ. Peére | No Indiv. Observ. Environ. Peére
1 470 1 1 19 385 2 1
2 510 1 1 20 450 2 2
3 345 1 1 21 605 2 2
4 395 1 1 22 575 2 3
5 450 1 2 23 530 2 4
6 345 1 2 24 310 2 4
7 495 1 2 25 415 2 4
8 410 1 3 26 370 2 4
9 335 1 3 27 805 3 2
10 362 1 3 28 475 3 2
11 480 1 3 29 875 3 3
12 410 1 4 30 850 3 3
13 330 1 4 31 510 3 3
14 300 1 4 32 310 3 3
15 330 1 4 33 565 3 4
16 530 2 1 34 330 3 4
17 880 2 1 35 410 3 4
18 575 2 1 36 480 3 4

TAB. 4.1 — Exemple de modélisation par un modeéle linéaire mizte a variances hété-
rogenes. Données présentées dans FOULLEY et QUAAS (1995) .

Notons sur cet exemple qu’il a été nécessaire d’adopter 1’écriture du modele avec
o; sorti de la distribution de £. Dans le cas des erreurs par contre, vu qu’a chaque
donnée est associée (par définition) une réalisation, il reste possible de maintenir le
parametre de variance a l'intérieur de la distribution de &;j.
Dans la suite, cet exemple sera utilisé a diverses occasions.

4.4.2 Limites de certaines démarches usuelles

Dans les L2M hétérogenes, notre objectif reste 1’estimation des parametres et
en particulier des différents parametres de variance. Comme nous l'avons évoqué
brievement dans la section 4.2, les procédures usuelles d’estimation existantes pour
les L2M homogenes semblent mal s’adapter a I'introduction de ’hétérogénéité. C’est
ce dont nous discutons ci-dessous.

Considérons le cas simple du modele linéaire mixte suivant avec un seul effet
aléatoire (a ¢ réalisations) et deux environnements (dans lesquels nous disposons
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respectivement de n; et ny observations, N = n; + ngy), une hétérogénéité de l'effet
aléatoire, mais pas des erreurs:

environnement 1 Yi=X0+0U+¢e
environnement 2 Yo = Xof + oUsé + 29,
ou:
€= (511:5’2)1 ~ N(OJ U(%IN)
£ ~ N(0,1,)

Dans un premier temps, intéressons nous a une méthode directe de résolution des
équations de maximum de vraisemblance. Pour cela, nous écrivons ces équations. La
distribution de Y est:

v ( Vi ) ~N<< X0 ) ( oWUl +03l,,  o10,U U, )) |

Y, Xo0 )7 010U Uy o3 Uy Ub + a2 1,
Notons V' sa matrice de variance. Remarquons deés a présent que les parametres de
variance o? de cette matrice ne peuvent pas étre factorisés, au contraire du cas ou
o? = o2, La vraisemblance de ® = (3,02,0%,0%)" au vu des observations y s’écrit
alors:
(y — XB)V 'y — XP)

2

1(®;y) = —%m(%) - %ln(VD -

v [ X
ouX_<X2>.

Il s’agit ensuite de dériver cette vraisemblance par rapport aux composantes de P.
Pour cela, on utilise les résultats :

-1
A A R A (L) . (V_la_v>.

do? Oo? Oo? Oo?

Ce qui conduit a:

(D

P 0 = XV - X0 =0,

Vi e {0,1,2},

oUDsy) AN 1 _
507 =0 <— —2tr<V 907 +2(y—Xﬁ)V aUZZV (y—Xp)=0,
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av hUp 2 v 0 U
do? 2y, 0 0o} v, UU
oV 7 7

R

do? N

Comme dans le cas classique, on aboutit donc a un systeme d’équations non linéaire
mais dont il est difficile cette fois-ci de proposer une transformation permettant
I’élaboration d'un algorithme itératif simple. En effet, la présencq des rapports g—;
et 22 dans les matrices de variance dérivées en constitue un frein. A la différence du
cas homogene, il n’y a pas de simplification naturelle. Ainsi aboutir directement a
un systeme ML (ou REML) a résolution itérative simple comme dans le cas du L2M

homogene semble donc peu envisageable dans le cas du L2M hétérogene.

Intéressons nous maintenant a un autre type de démarche et essayons de pour-
suivre un raisonnement type Henderson. Pour cela, nous cherchons tout d’abord a
écrire la loi du couple (Y ). Nous I'obtenons comme produit de la loi conditionnelle
a & par la loi de & :

fre(,8) = fyie(y) = fe(&) )
N 1 i — X — oUi€) (yi — XiB — o3U; I,
_ _Eln("g)_i (y B—o f)aéy B —oiU) _555‘

=1

La démarche consiste ensuite a dériver cette expression par rapport a (3 et &:

afY,g(y,f) _ 13 'Y R Y o~ TT
735 = —03 i:i lXiXZﬂ X!(y; — o:Ui€)

0 , 1 . .

7]%/’3(5 9 _ 2 ;ZIUZZUi Uil — oiUji(y: — XiB3) = €.

Le systeme, correspondant aux équations du modele mixte, est donc le suivant :

X{X1+X£X2 JlX{Ul"’JQXéUQ ﬁ i X{y1+X§yg
o1 X Ul + 02 XoUy otU UL + 03 UUy + 031, )\ oUiy + o2Usys

Toute la difficulté réside alors dans l'obtention d’estimation des o? & l'aide des

valeurs de f, solutions de ce systeme. Ce qui est d’autant plus difficile que ces
parametres ne correspondent plus a la variance de £ et que des mémes valeurs
de ¢ interviennent dans des environnements différents. Dans le cas homogene, les
expressions des estimations obtenues a l'aide de é fournissaient des solutions au
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systeme d’équations ML (ou REML). Ceci ici, n’est pas facilité par le fait que ce
dernier systeme, on I'a vu précédemment, est lui-méme mal décrit.

Ces deux démarches d’estimation des composantes de la variance présentent, a
nos yeux, des difficultés pour étre adaptées dans le cas de variances hétérogenes.
Aussi, 'algorithme EM va s’avérer étre un outil tres utile. En effet, la procédure
EM, associée au fait que les o; aient été sortis de la distribution de £, présente un
grand intérét au vu de la démarche qu’elle adopte. Dans un premier temps, cette
procédure se focalise sur la distribution conditionnelle de Y a ¢ (la distribution
de & n’apportant aucune information sur les parametres). Les o; sont alors bien
présents comme parametres de régression. On peut alors obtenir une estimation
de ces parametres en fonction du vecteur des données completes et c’est ensuite,
dans le calcul de l'espérance conditionnelle, qu’intervient la distribution de & qui
ne modifie alors en rien la démarche d’estimation. Cette procédure semble donc
particulierement adaptée. Nous la décrivons en détail dans la sous-section suivante.

4.4.3 EM dans le cas du L2M homogene

Nous nous intéressons tout d’abord au cas du L2M homogene. En effet, avant
d’introduire I’hétérogénéité, nous allons décrire les procédures EM pour I'estimation
maximum de vraisemblance et maximum de vraisemblance restreint des composantes
de la variance. Nous envisageons pour cela deux écritures possibles du modele (selon
que le parametre de variance se trouve a l'intérieur ou a ’extérieur de la distribution
des effets aléatoires). Ce qui donne naissance a 4 algorithmes, que nous présentons et
dont nous vérifierons qu’ils sont bien 2 a 2 équivalents, dans le sens ot ils conduisent
a la convergence aux meémes estimations. Les 2 écritures possibles du modele sont
les suivantes :

e Ecriture 1: Y=Xp+Ul+¢ ol & ~ N(0,01,)
e ~ N(0,03R),
e Ecriture 2: Y =XB+0UEl +¢ ol & ~ N(0,1,)
e ~ N(0,03R) .

On note ® = (4, 0%, 0%)' le vecteur des parametres a estimer. On suppose la matrice
R connue.
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4.4.3.1 Algorithme 1

Considérons I’écriture 1 du modele. Des hypotheses de lois et des regles de condi-
tionnement sur la loi normale, il découle les résultats suivants:

()~ 00 ) (5 e )
Y Xp o?U o}R+ o*UU'
fly  ~ N(@UV ! y—Xp),0%l,—c'U'V~'D)
o V=0R+oUU.
Suivant la méthodologie EM, nous écrivons tout d’abord la vraisemblance des don-

nées completes, autrement dit celle issue de la loi du couple (Y, €). La log-vraisem-
blance jointe est :

N, (y=XB-UYRNy—XB-UE q. . &
[(®;y,&) = const 5 In(of) 207 5 In(o?) R
Ce qui donne pour ses dérivées:

o®:y.6) _ _a  EE
do? 202 20"
@y, = N  (y-XB-UH)R'(y—XB-Uf
o2 = 53t 4
00 200 20'[]
ol(®y,§) = —X'R'XF+X'R (y— U
olb; B o} '

Ainsi, en annulant les dérivées de Q(®|®™) = F (l(@;y,f)\y,(b(m)) par rapport
aux composantes de ¢, on obtient le schéma itératif:

E (g'¢ly, ™)

0.2(m+1)
q
sy E((y=XB—U R (y— X8 - ULy, &™)
O-U -_—
N
B = (X'RTIX)IX'R (y — UE(Ely, ™)) |
D’ou:

g o* ™) = E(ly, @™)E(¢]y, ™) + tr(Var({ly, ™))
N o™V = [y — X — UB(Ely, @) R [y — X B — UE(Ely, 2™)]

+ tr[U’R'U Var(£|y, @)
gom = (X'RTIX)TX'R (y — UE(Ely, @) .
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En utilisant les résultats précédents sur les distributions et apres quelques calculs,
on aboutit a:

q O.Q(m-l—l) — 0.4(m)(y _ Xﬁ(m))/v(m)—lUUlv(m)—l(y _ Xﬁ(m))
+ tr[o XM [, — MmUY m-1Y)

N 0§(m+1) _ Ug(m)(y _ Xﬁ(m))lv(m)fle(m)fl(y _ Xﬂ(m))
+ tr[ol™ Iy — o3™ RV (m)-1]
ﬁ(m+1) — (XIRle)leIRfl (y _ 0.2(m) UUIv(m)fl(y _ Xﬁ(m))) )

Ce qui définit completement 1’algorithme.

A la convergence de cet algorithme, pour o™ = g2mth) = 52 et M) =
Bm+D) = 3 on a:
g6t = oty — XB)VIUUV Hy — XB) + 6*tx[l, — ¢*U'V U]

= ¢y - XB)VTUUV T (y = XB) +q 6 — ¢ VIOV

d’Otl . . . . .
[V UU] = (y — XB)VUU'V  (y — XB) (4.3)

de méeme,
N62 = 6'(y— XB) V'RV (y — XB) + 62tr[Iy — 62RV ]
= 'y — XB)V 'RV Yy — XfB)+ N 62— sir[V 'R

d’ou . .. ) .
[V 'R = (y — XB)'V 'RV (y — Xp3) (4.4)
et enfin,
3 = (X'R'X)'X'R™! (y — UV Yy — XB))
= (X'RTX)TX'R (y— (V- RV (y - X))
= (X'RX)'X'RT (XB+ 3RV (y — X))
d'oit

XV (y—-Xp)=0. (4.5)

Les équations (4.3), (4.4) et (4.5) sont bien les équations du maximum de vrai-
semblance. Les estimations obtenues a la convergence seront donc bien celles du
maximum de vraisemblance.
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4.4.3.2 Algorithme 2

Avec la méme écriture du modele, nous décrivons maintenant I'algorithme EM
pour 'obtention des estimations maximum de vraisemblance restreint. Cette procé-
dure REML peut étre construite d’un point de vue fréquentiste par une transforma-
tion du modele a I'aide de la matrice des contrastes. Ici, nous employons un point
de vue bayésien pour reprendre la démarche notamment suivie par FOULLEY et
QUAAS (1995) dans le cas hétérogene. Nous affectons & § une distribution a priori
normale d’espérance [ et de matrice de variance B. Nous faisons ensuite tendre
cette variance vers l'infini, ou plus exactement en termes matriciels, son inverse vers
0. Cette démarche bayésienne est ici davantage un artifice de calcul afin d’atteindre
des estimations REML, qu'un réel souci de prendre en compte une certaine informa-
tion a priori. Un raisonnement bayésien réel complet (et c’est ce que font certains
auteurs) aurait aussi imposé une distribution a priori sur les parametres de variance.
Nous ne prenons pas ici ce parti.

Nous revenons aux hypotheses du modele, en notant D la matrice de variance
de &, W = o2R la matrice de variance résiduelle, d’ott V' = UDU’ + W et enfin on
introduit G = XBX' + UDU' + W. Avec les hypotheses de lois normales pour Y, £
et 3, on obtient (cf. p. 329-332 SEARLE et al. 1992):

o Bly ~ N(espg, varg)

ot espy = (X'V'X 4+ B ) YX'Vy+ B 'f)
varg, = (X'V7'X + B 1)™!

ce qui, lorsque B~! — 0, donne:
espg = (X'VIX)"H(X'V~y)
varg = (X'V1X)!

o |y ~ Nespg, vare)

o espe = [U'(W 1 =W IX(B 4 XW LX) XW DU 4D ]
« U(W=1 = WIX(B~' + X'WI X)L X' W) (y — X o)
vare = [U'(W=' = W' X(B~' + X'W~'X)"'X'W-1YU + D]~

ce qui, lorsque B~! — 0, donne:
esp, = DUV - X(X'VTIX)"' X'V~ )y
varg, = [U'(W ' -WIX(X'WIX)'X'W HU + D ']!

Pour reprendre la démarche EM dans ce cadre, les données complétes sont main-
tenant rassemblées dans le vecteur (Y’ ¢, ). La distribution de  n’apportant
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aucune information sur le vecteur de parametres ® = (032, 0?)", elle disparaitra lors

de la dérivation de Q(®|®™)). Autrement dit, la partie apportant de I'information
correspond a la méme vraisemblance complétée que dans le traitement non bayé-
sien précédent. Ainsi, on obtient le méme schéma itératif (en supprimant 1’équation
correspondant & [3):

g2m+l) B¢y, ‘I)(m)]

q
amt1) _ Blly—=XB-UEY'R 'y = X3 - US|y, &™)
o = N .
En poursuivant le calcul, on a:
g ot = Elely, @ ElE]y, U] + tr(Var[¢|y, )

N o™ = BEl(y— X8Ry — XB)y, )]
—2B[E'U'R (y — XB)|y, ™) + E[€'U'RUEy, )]

avec, en notant Ez = E[Bly, ®™)] et E; = E[¢]y, &™)

Elly— XB)R ' (y— XB)|y, ™| = (y—XEs)R ' (y— XE;)
+ tr(X'R7'X Var[By, ™))
E[¢U'R ™y —XB)|y. ®™] = EU'R '(y— XEz)

— tr(U'R ' X Covl[f, |y, @)
E[{U'R'U¢ly, @™ = EU'RT'UE; + tr(U'R™'U Var[¢[y, ™)) .

Le calcul des espérances et variances conditionnelles peut alors étre réalisé de
deux facons:

- en utilisant les résultats sur les lois énoncés a la page précédente,

- en utilisant les valeurs fournies par le systeme de Henderson.
Cette deuxieme solution est un artifice de calcul adopté par divers auteurs et que
nous exploiterons en particulier dans le cas hétérogene pour décrire la procédure
proposée par FOULLEY et QUAAS (1995). Nous montrons ci-dessous que ces deux
démarches sont bien équivalentes.

Le systeme de Henderson associé au modele linéaire mixte considéré est le suivant :

B Xlw—ly

)

XWX X'W-U 3
UWX UWU+D!'||¢
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On désigne par C I'inverse de la matrice des coefficients du systeme que ’on découpe
Cps Cpe
Cep Cee

en quatre blocs selon les tailles de 3 et £ de la facon suivante: C' =

La démarche consiste alors a remplacer les espérances et variances conditionnelles,
respectivement par les solutions ﬁ et f de ce systeme, et par les éléments de la matrice
C. Or, parmi les propriétés de ce systeme figurent le fait que 5 et 5 vérifient :

E[By, @)
= E[¢ly, ®™)].

Mais on a aussi, et c’est moins naturel :

NSy

Cps = Var[gly, &™)
Cee = Var[¢ly, d)]
Cge = Cov[f,&ly, @]

En effet, d’apres les regles d’inversion de matrice par blocs, on a:

Cig = (X'W LX)+ (X'W LX) LX'W LU C U'W X (X' 1X) !
et Ce = (UW'WU+D™) - UWIX(X'W-X)'X'W-'u)™

En utilisant le résultat relatif aux inversions de matrices: (F —CA™'B)™!' = F~! +
F~'C(A—- BF~'C)™'BF~!, appliqué aux matrices:

A = UwWU+D!

B = UW™'X
C = X'WwWlUu
F = X'W7'X,
on obtient alors:
Cpss = (X'W- 1X X'W- 1U(U’W_1U+D‘l)‘lU’I/V‘lX)_1
= (X'W-'-w- 1U(U’W 1U+D_1)_1U'W_1)X)‘1
= (X' (W+UDU’) LX)
= (X'ViXx)!
et,

Cee = (U'(W-' =W X (X'W-'X)"'X'W-1U + D~1)~!

On retrouve donc bien les expressions des variances de [ et £ a posteriori don-
nées précédemment. C’est ce qui montre que 'une et l'autre des facons de calculer
ces éléments a posteriori sont bien équivalentes. Il suffit a présent de replacer ces
expressions dans le schéma itératif pour que l'algorithme soit completement défini.
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4.4.3.3 Algorithme 3

Nous considérons maintenant 1’écriture 2 du modele. Elle n’est pas ici nécessaire
mais comme nous l’avons déja répété, elle le sera dans le cas hétérogene. R est
toujours supposée connue. On a juste sorti le parametre o de la distribution de &
qui est maintenant normale centrée réduite. On obtient alors pour la loi du couple
et la loi conditionnelle de £ a Y :

3 0 I, al’
(Y) ~ N(( Xﬁ)(aU a§R+a2UU')>

fy ~ N(oUVHy—Xp),1,—c*U'VIU)

ol on note toujours V = o02R + o?UU".

Reprenons la démarche EM pour ML. La log-vraisemblance jointe du parametre
d = (f',0%, 02) sécrit alors:

(y—XB—oU)R'(y—XB—0oUE) N. o, €

[(®;y,&) = const — 207 ey In(oy) — == .
Les dérivées par rapport aux composantes de ® sont :
1
oDy, &) —;€'U'R_1(?J - XB)+ U RT'UE
do? B 202
oU@:y.&) _ N (y=XG-oU'R (y = Xf~-oUE
dot 20t 204
ol(®;y,8) _ —X'RIXF+X'R(y—oUf)
o N o} '

Ainsi, on obtient cette fois-ci le schéma itératif:

E(¢U'R™\(y — XB)ly, &™)

glm+1)
E (U R-USy, M)
sy E(=XB—oU'R ' (y— XB—oU&)|y, ™)
Og =
N
B = (X'R'X)TIX'R (y — oUE(g]y, o)) .

Ce qui donne, en utilisant les lois conditionnelles et en adoptant la notation
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Alm) — (y — Xﬂ(m))'v(m)—lU;

g(m) A(m) UR ' (y— Xﬂ(m))
XM AT RIUA™ + to(U'R-1U (I, — oXmUVm-177))
Nog™ D = g™ (y — Xpm)y V-1 Ry m-L(y — xpom)
+ tr[og "™ Iy — 0™ RV (m=1]

0.(m+1) —

ﬁ(m-l—l) — (X/R—IX)—IX/R—I (y _ UQ(m)UUlv(m)—l(y _ Xﬁ(m))) )

Placons nous de nouveau a la convergence de cet algorithme. Le schéma itératif

pour 3 et o n’ayant pas changé, regardons uniquement 1’équation dont est solution

0'21

GAU'R ' (y — XJ3)
G2AU'R-'WUA' + tx(U'R-'U (I, — 62U'V-1U))
— GPAU'R'UA + tr(UR™'U(I, — 6*U'V~'U)) = AU'R™'(y — XJ3)
— AU'R'(y— X3 -UA) = tr(R Iy — c2UU'V - HUU")
= (y-XB)V WUV Yy - Xf) = te(V UV

On retrouve donc bien une fois de plus (et heureusement) les équations du maximum
de vraisemblance. Les algorithmes 1 et 3 sont donc bien équivalents. Ce dernier
présente néanmoins ’avantage de pouvoir étre réutilisé dans le cas hétérogene.

4.4.3.4 Algorithme 4

A ces trois algorithmes que nous venons de décrire, il est possible d’en associer
un quatrieme que nous n’explicitons pas ici puisqu’il sera repris en détails dans le
cas du modele a variances hétérogenes dans la section suivante. Cet algorithme 4
allie 'approche par la deuxiéme écriture du modele (on1 o est sorti de la distribution
de &) et la démarche REML avec traitement bayésien de . En effet, & Uinstar de ce
que nous venons de présenter pour l'algorithme 3, associant I’écriture 2 du modele
et la démarche EM-ML de I'algorithme 1, il est naturel de reprendre la démarche de
I’algorithme 2 avec cette méme écriture. L’algorithme obtenu est alors équivalent,
a la convergence, a l’algorithme 2; puisque ’estimation REML est une estimation
ML dans un modele particulier (le projeté du modele initial - cf. chapitre 2) et que
nous avons prouvé 1’équivalence entre les algorithmes 1 et 3.
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4.4.3.5 Quelques résultats numériques

Nous résumons ces quatre algorithmes dans le tableau suivant :

[ ML [REML |

Ecriture 1 || Algo 1 | Algo 2
Ecriture 2 || Algo 3 | Algo 4

Notons que ces 4 algorithmes peuvent étre adaptés sans aucun probleme au cas de

variances hétérogenes pour les erreurs. Il suffit alors, pour chaque environnement, de
s . 2(m+1) ) . s 12

reprendre 'expression de o, , et de découper les observations pour ne considérer

que celles appartenant a I’environnement concerné.
Nous appliquons dans un premier temps ces quatre procédures sur 1’exemple
présenté en début de section. Voici les estimations de 3 et des composantes, obtenues

ainsi que le nombre d’itérations nécessaires a cette estimation :

e dans le cas d’erreurs a variances homogenes :

H v 52 o8 ‘ niter ‘
Algo 1| 399.12 519.36 575.34 |2383.89|17062.49 | 38
Algo 2 || 399.29 520.39 577.55 |3668.42|18214.49 | 37
Algo 3 || 399.12 519.36 575.34 |2383.89|17062.49 | 34
Algo 4 || 399.29 520.39 577.55 |3668.42|18214.49 | 40

e dans le cas d’erreurs a variances hétérogenes:

[ I5; 52 oo | niter |
Algo 1 || 399.09 515.42 573.51 |1157.29| 3717.23 18650.32 36128.34 38
Algo 2 || 399.25 515.91 575.15 | 1730.24 | 3878.56 20041.79 39566.60 39
Algo 3 || 399.09 51542 573.51 |1157.29| 3717.23 18650.32 36128.35 34
Algo 4| 399.25 51591 575.15 |1730.24 | 3878.56 20041.79 39566.60 46

Nous avons utilisé comme test d’arrét des quatre procédures, un test sur les
valeurs de 3,62 et 2. C'est-a-dire que pour une précision choisie (ici de 10~*), on
teste si les composantes des différents parametres sont stables en valeur absolue et
en valeur relative de l'itération ¢ a l'itération ¢t + 1:

o [par®™) — par®| < precision
par — par®

o | | < precision.

par®
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Notons, qu’apres ces tests d’arrét, nous avons laissé courir 1’algorithme sur 10000
itérations afin de vérifier qu'une certaine stabilité avait été atteinte. Aucun résultat
n’a été modifié!

Dans les deux cas, nous constatons bien entendu 1’équivalence des algorithmes 1
et 3 et celle des algorithmes 2 et 4, la différence entre ces deux catégories étant
attribuée a la différence entre les estimations ML et REML. Cette équivalence peut
aussi constituer un moyen pratique de vérifier que la convergence a été atteinte.

Regarder pratiquement les qualités de ces estimations sera envisagé dans la sec-
tion suivante, dans le cas des modeles a variances hétérogenes pour les effets (puisque
notre objectif reste celui-ci). C’est davantage sur la derniere colonne de ce tableau
que nous nous arretons momentanément dans les simulations ci-dessous. Nous com-
parons plus précisément le nombre d’itérations necessaires aux procédures 1 et 3 et
aux procédures 2 et 4 pour converger ; a savoir si de deux écritures différentes d'un
meéme modele naissent deux algorithmes de rapidité différente. Bien entendu, ceci
reste inhérent au test d’arrét choisi (et précisé ci-dessus). Nous savons en effet qu’il
faut étre prudent en ce qui concerne la notion de convergence, en particulier pour
cet algorithme EM. Avec ce test d’arrét, nous avons donc réalisé des simulations
en conservant le méme plan d’expérience que celui de ’exemple, dans les deux cas
d’erreurs a variances homogenes et hétérogenes, et pour différentes grandeurs rela-
tives des valeurs simulées des parametres de variance (o3yy pour les erreurs et O'éﬁ'
pour les effets). Nous donnons les moyennes et écart-types des nombres d’itérations
nécessaires a la convergence des algorithmes (i.e. arrét des procédures) pour 100
simulations :

e dans le cas d’erreurs a variances homogenes :

ML REML

‘ Valeurs simulées H Nbre d’itérations | Algo 1 ‘ Algo 3 | Algo 2 ‘ Algo 4
02r = 0.5 moy. 386.9 | 341.6 | 9.9 | 426.3
Ugff =10 e.t. 246.0 | 184.7 0.4 240.9
02y = 2 moy. 52.3 | 423 | 168 | 43.0
Jgﬂc =1.5 e.t. 39.7 26.5 12.7 27.0
J%rr =10 moy. 104.9 24.2 35.8 22.6
O'gﬁ- =05 e.t. 144.9 11.5 23.1 7.6
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e dans le cas d’erreurs a variances hétérogenes:

ML REML

‘ Valeurs simulées H Nbre d’itérations | Algo 1 ‘ Algo 3 | Algo 2 ‘ Algo 4
oZr=1 05 1.5 moy. 385.6 | 329.4 | 12.0 | 406.7
agff =10 e.t. 255.6 | 193.1 3.0 253.9
oy =1 1.5 2 | moy. 67.5 60.4 15.3 60.4
agff =15 e.t. 58.6 48.6 10.5 52.6
oy =6 8 9 moy. 75.4 26.5 30.0 25.9
O'Zﬂ\ =05 e.t. 115.4 14.2 18.0 7.8

Que ce soit dans le cas de variances des erreurs homogenes ou hétérogenes, on
constate que 1’écriture 2 (o sorti de la distribution), pour lestimation ML, réduit
le nombre d’itérations. Ceci est d’autant plus vrai que la variance des erreurs est
grande devant celle des effets aléatoires. Dans ces mémes conditions, cette remarque
est aussi valable pour I'estimation REML. Cependant cela n’est plus vrai dans les
autres cas et on note une différence importante entre ’algorithme 2 et I'algorithme
4 dans le cas extréme de variance des effets tres grande devant celle des erreurs.
Globalement, I'algorithme 2 est celui qui est le plus rapide. Et de facon générale,
I’hétérogénéité des erreurs ne semble pas agir sur le nombre d’itérations.

4.4.4 EM dans le cas du L2M hétérogene

Nous en venons maintenant au cas du L2M hétérogene. Cette hétérogénéité dé-
signe bien sir celle des variances des effets aléatoires. Mais nous considérerons aussi
le cas échéant celle des erreurs. Pour des raisons que nous avons déja évoquées a la
section 4.2, nous adoptons alors ’écriture du modele correspondante a 1’écriture 2
précédente et nous séparons ici les I environnements :

ViG{l,...,I}, Y, =X+ o0,U + ¢
ot {~N(0,1,) et

e si les erreurs sont & variances homogenes:  ¢; ~ N (0,08 R;)
O'gRl 0
on notera dans ce cas W = =0t R
0 O'gR]
i N . hété \ . ) N 2 .
e sl les erreurs sont a variances hétérogenes: €~ (0, O'OZ,RZ) ,
2 2
0-[]1 Rl U 0-01
avec W = et ol =

2 2
0 JOIRI JO[
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Avec cette écriture, ce sont donc les algorithmes 3 et 4 que nous allons adapter
a I’hétérogénéité des effets aléatoires. Nous obtenons ainsi un premier algorithme
(LINHE_ML) qui fournit une estimation ML et utilise pour le calcul des moments les
distributions conditionnelles. Un deuxieme algorithme (LINHE_REML), construit
grace a une hypothese bayésienne sur [, fournit quant a lui une estimation REML
utilisant le systeme de Henderson pour le calcul des moments. C’est 1’algorithme
présenté par FOULLEY et QUAAS (1995). Il en existe un équivalent fréquentiste
présenté par DE STEFANO (1983).

4.4.4.1 Algorithme LINHE_ML

Pour ce premier algorithme, nous reprenons 1’algorithme 3 décrit précédemment
et nous l'adaptons au cas de o; différents pour les I environnements.

Pour cela, on adopte les notations suivantes:
Y €1 Xy U, o?
}:/f 5:1 )él U:} J%
et enfin soit T la matrice diagonale par blocs définie par:
o1 In, 0
o1 In,

oll n; est le nombre d’observations pour I’environnement ;.

Avec ces notations, le modele peut s’écrire sous la forme:
Y=Xp+TU,+¢<.

La distribution associée est :

() =2 () (e o )

dou &y ~NUTV N y—Xp),I,—UTV-'TU) avec V =TUU +W.

Suivant la démarche EM pour ML, la log-vraisemblance jointe du parametre
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d = (8,0, 02) est:

— XB-TUYW -y - XpB—-TU 1 !
(@1.6) = const - WAXPZTOIWI W= XBZTUE) gy - 45
L (yi = Xif — osU)' R (5 — Xiff — ouU
_ const _Z(y B — oilig) Rzz (y B — oili§)

i=1 QUUi
1 ) !

> (o) - &
= 2 ‘ 2

avec dans un cas d’homogénéité des variances des erreurs: Vi € {1,..., I} 0§, = o§.

Ce qui donne pour ses dérivées:

l//fll_‘_//fl.
6l(<1>;y,§) B JifUiRz' (yz Xzﬂ) SU R, UE

Vie{l,...,I}, 502 = p
—al(%ﬁy o XWX Xy - TUE)

et e dans le cas d’erreurs a variances homogenes:

0L(®; y,¢) N | (- XB-TUE'R'(y — XB - TUE)

=——+
do? 202 208
e dans le cas d’erreurs a variances hétérogenes: Vi € {1,...,1},
6l(<1>; Y, f) o 1 (yz' - Xif — Uz'Uz‘f)lRi_l(yz‘ - X6 — Uz‘Uz'f)
2 =532t 4 :
ao'oi 20'[]2, 20’02,

Pour la suite, nous distinguons les deux cas pour les erreurs.

e Cas d’erreurs a variances homogenes :

En annulant les dérivées, on obtient :
E (SUR; (yi — Xi8)|y, 2™)

E (¢UIR; Uiy, dm)

vie{l,....I}, o™=

E((y— X6 - TUSR \(y — X3~ TUE)|y, 2)

2m+1) _
o = N
B = B (XWX |y, 8) B (X' (y - TUE)]y, 3

En notant Egm) et Vc(m), I’espérance et la variance conditionnelles de £ a y:

E(ly,®™) = EMm = ygTmym-iy— xpm)

C

Var(ély, ®™) = v = [ —y'Tmym-ipmy

C
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le schéma itératif de I'algorithme peut alors s’écrire :
(mt1) _ B ULR; ! (yi — Xip™)
Z ES™ UIR'UES™ + te(U/R; U V™)

Nog™h = (y—Xﬂ > *( Xﬁ > 2(y Xﬁ ) LMy g
+E ) g (m) g-i(m UE +tr[U’T JR-1T(m UV ]

ﬂ(m+1) — (X/W m le)lelW m 71(2/ _ T(m)UEém)) )

Vie{l,..., I},

e Cas d’erreurs a variances hétérogenes :

On reprend uniquement les équations qui subissent une modification, c¢’est-a-dire
celles concernant les variances des erreurs. Ainsi, 'annulation des dérivées donne:

E ((yi — Xi — oiU&) R (y; — X3 — ouUs) |y, @™
vien...1y, ot L 'Ry Oly. o)

n;

Et on change donc dans le schéma itératif précédent la réactualisation de o2 par:

Vie{l,...,I},
nioa™ = (g = XiBMY R (g — Xi ™) — 20 (y, — X,80M) R; U EM™

+ o™ B ULRSUE + o™ U/ R UV

4.4.4.2 Algorithme LINHE REML

Ce deuxieme algorithme adopte une optique EM pour REML. Il a été proposé
dans le cadre des L2M hétérogenes par FOULLEY et QUAAS (1995). Il combine a la
fois la démarche ayant conduit a l'algorithme 2 et 1’écriture du modele hétérogene
(avec o sorti). Ce qui correspond a ’algorithme 4 évoqué précédemment. Nous le
décrivons dans ses grandes lignes, en traitant directement le cas d’erreurs a variances
hétérogenes, le cas homogene s’en déduisant tres facilement.

A la log-vraisemblance du parametre ® pour les données completes de la section
précédente, se rajoute I’a priori sur § avec une variance fixée a l'infini qui n’apporte
pas d’information sur ® = (¢, o(?)". Ainsi, les dérivées restent identiques et 'on a:

Vie{l,...,I},
i TRl _ Y. e -1y
8l(<1>; y,f,ﬁ) _ Uz‘f U;R; (yz Xzﬁ) SUR;U&
do? 203,
8l(<1>; v, &, 5) L 4 (yz' - X8 — Uz'Uz‘f)lRi_l(yz‘ - X8 — Uz‘Uz'f)

2 = 2 4
dog. 204, 204,
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D’ot les réactualisations des parametres:
Vie{l,..., I},

E (¢UIR; ' Uigly, dm)

2m+1) E ((yz — X0 — Uz‘Uif)'Rz‘_l(yi — X8 — o;Uif)ly, @(m))

n;

A ce stade, la méthodologie préconise de réaliser le calcul des espérances a 1’aide
des éléments du systeme de Henderson, qui s’écrit ici:

X'W-'X  X'W-'TU B\ [ XWly
UTW='X UTW-'TU+1, |\ ¢ |~ \ 2w~y |

Alors, en notant comme précédemment B et é les solutions de ce systeme, et C

Cpp Cﬁi)
,on a:
Ces Cee

E(EUIR; (g — XiB)|y, ®™) = EUIR; (y; — Xif) — tr(UjR; ' X,Cj)

I'inverse de la matrice des coefficients: C = (

E('UIRT'Uily, ™) = {UIR;'UiE + tr(ULR; ' UiCye)

E((yi — XiB — UiUif)A'Rfl(yi - Xif - UiUi§)|Z/: P(m)) = )
(i — Xi3 — o U&) R (i — X3 — 0y Ui€)

+ tr(X!R; ' X;Cp5) + 20§m)tr(Ui’Ri—1XiC’5§) + af(m)tr(U{Ri‘lUiC&) .

En replagant ces expressions dans (4.6) et (4.7), on obtient alors le schéma itératif
de l'algorithme.

4.4.4.3 Résultats sur ’exemple

Nous reprenons le petit exemple présenté en début de cette section. Nous donnons
ci-dessous les résultats obtenus par chacun des deux algorithmes dans les deux types
de modélisation avec ou sans erreurs a variances hétérogenes.
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4.4.5 Simulations

e Cas d’erreurs a variances homogenes :

[TINHEML | LINHE_REML |

Gy 16365.22 17447.40
1 679.73 987.60

6l 2 3744.46 5452.92
3 5516.45 8895.20

1 398.54 398.58

g2 521.82 522.19
3 583.59 587.80

niter 39 46

e Cas d’erreurs a variances hétérogenes :

[ LINHE ML [ LINHE_REML |

1 3615.31 3793.80
62y 2 17410.67 18703.50
3 34052.87 36972.49
1 789.35 1145.29
olg 2 3833.50 5523.34
3 5772.37 9246.40
1 398.78 398.85
g2 519.54 520.00
3 589.47 593.96
niter 39 47

4.4.5 Simulations

Nous venons de présenter deux algorithmes pour I'estimation des composantes de
la variance dans un modele linéaire mixte a variances hétérogenes, c’est-a-dire pour
lequel la variance des effets aléatoires dépend de I'environnement. Nous mettons
maintenant ces algorithmes a ’epreuve sur des jeux de données simulées, de facon
a analyser numériquement la qualité des estimations obtenues. Une fois de plus,
nous utilisons le plan d’expérience du méme exemple et nous simulons des données
a partir du modele (4.2), ceci dans les deux cas d’erreurs a variances homogenes et
hétérogenes. Dans les tableaux ci-dessous, nous faisons figurer a chaque fois:

- les valeurs des parametres du modele en simulation,

- la moyenne et I'écart-type, sur 200 jeux de données simulées, des estimations

obtenues par chacun des deux algorithmes.
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4.4.5.1 Simulations avec erreurs a variances homogeénes

Valeurs estimées

Valeurs simulées LINHE_ML LINHE_REML
moy. ‘ e.t. moy. ‘ e.t.
Torr 15 1.30 0.35 1.38 0.38
1 0.5 0.41 0.46 0.56 0.62
olg 2 3 2.40 2.39 3.30 3.20
3 2 1.52 1.71 2.22 2.39
1 2 2.04 0.45 2.04 0.45
3 2 0 0.03 0.92 0.04 0.93
3 ~15 —1.43 0.84| —1.43 0.84

De facon générale, nous constatons que les moyennes des estimations obtenues
sont relativement fideles aux valeurs en simulation. C’est particulierement le cas
pour les estimations des effets fixes 3, qui, par ailleurs, ne different pas entre les
deux algorithmes. En ce qui concerne I'estimation des variances des effets aléatoires,
les deux procédures ont réussi a déceler I’hétérogénéité. On retrouve les différences
entre les procédures ML et REML, avec une légere sous-estimation pour la premiere
et une légere surestimation pour la deuxieme. Notons enfin que les écart-types pour
ces mémes estimations sont du méme ordre que les moyennes.

4.4.5.2 Simulations avec erreurs a variances hétérogeénes

e Variances des erreurs inférieures a celles des effets :

Valeurs estimées

Valeurs simulées LINHE_ML LINHE_REML
moy. | e.t. moy. | e.t.
1 0.5 0.45 0.18 0.46 0.19
ol 2 1 0.84| 042 091 046
3 1.5 1.29 0.70 1.40 0.78
1 3 2.13 1.84 2.84 2.44
02ﬁ= 2 2.5 1.84 1.75 2.46 2.32
3 4 2.89 2.80 3.93 3.75
1 2 1.89 0.78 1.89 0.78
I} 2 0 —0.09 0.79 —0.09 0.79
3 —1.5 —1.62 0.96 —1.62 0.96
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4.4.5 Simulations

e Variances des erreurs de méme grandeur que celles des effets :

Valeurs estimées

Valeurs simulées LINHE_ML LINHE_REML
moy. ‘ e.t. moy. ‘ e.t.
1 0.5 0.47 0.18 0.49 0.19
odrr 2 1.5 1.18 0.58 1.29 0.64
3 1 0.82 0.40 0.88 0.43
1 1 0.78 0.72 1.05 0.95
O'éﬁ' 2 0.5 0.54 0.66 0.74 0.89
3 1.5 1.14 1.12 1.64 1.57
1 2 2.08 0.54 2.08 0.54
I} 2 0 0.03 0.47 0.03 0.47
3 —-1.5 —1.39 0.73 —1.39 0.73

e Variances des erreurs supérieures a celles des effets :

Valeurs estimées

Valeurs simulées LINHE_ML LINHE_REML
moy. | e.t. moy. | e.t.
1 3 2.55 1.01 2.69 1.08
odrr 2 2.5 2.24 1.09 2.39 1.20
3 4 3.64 1.99 3.92 2.17
1 0.5 0.57 0.70 0.81 0.95
aéff 2 1 0.97 1.07 1.42 1.51
3 1.5 1.50 2.28 2.40 3.62
1 2 1.98 0.55 1.98 0.55
I} 2 0 0.01 0.73 0.01 0.74
3 —-1.5 —1.50 0.89 —1.50 0.90

Au vu de ces trois tableaux de résultats, on constate que l'introduction de 1’hé-
térogénéité sur les erreurs n’altere pas la qualité de I’estimation de 3 et que glo-
balement on arrive a retrouver les différences entre les variances estimées selon les
environnements. Il n’est pas surprenant de s’apercevoir que les grandes valeurs des
parametres de variance ont plus de mal a étre atteintes par l’estimation. En ce
qui concerne les composantes de l'effet, on remarque comme précédemment que les
écart-types sont du méme ordre de grandeur que les moyennes. D’autre part, les deux
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estimations ML et REML, selon les valeurs des variances résiduelles, encadrent la
vraie valeur du parametre ou sont décallées a droite ou a gauche de celle-ci. Plus
les erreurs sont grandes et plus les estimations des variances de I'effet s’éloignent de
la vraie valeur. Les composantes résiduelles sont quant a elles toujours légerement
sous-estimées.

Notons enfin que les écart-types des estimations des composantes de [ sont rangés
dans le méme ordre que la somme des composantes de la variance pour chaque en-
vironnement, ce qui a du sens étant donné le modele choisi (ou chaque composante
de (3 est affectée a un environnement).

4.5 Estimation des composantes de la variance
dans un GL2M hétérogene

Apres avoir traité le cas gaussien, nous en arrivons naturellement a ’estimation
des composantes de la variance dans les modeles linéaires généralisés mixtes a va-
riances hétérogenes. Nous avons défini précisément, en section 4.2, cette classe de
modeles et en particulier la modélisation de 1'hétérogénéité que nous avons adop-
tée et que nous conservons dans tout ce chapitre. Dans cette problématique, nous
avons pu constater, en section 4.3, que 'estimation par utilisation directe de I'algo-
rithme EM (avec approximation intégrale par quadrature gaussienne pour le calcul
des espérances) était peu envisageable (méme si souvent adoptée dans le cas de
la surdispersion). Pourtant, selon les résultats de la section 4.4, la démarche EM
semble étre un outil trés intéressant pour faire face au probleme de ’hétérogénéité.
Dans cette derniere section, nous proposons donc une méthode d’estimation dans
les GL2M hétérogenes mettant a profit cet atout.

Cette méthode est une méthode itérative dont chaque itération se présente en
deux étapes:

e [a linéarisation réalisée par 'introduction d’une variable dépendante en sui-
vant la procédure d’estimation classique dans les modeles linéaires généralisés,

e [’estimation ayant alors lieu dans le modele linéarisé obtenu a 1’étape pré-
cédente, sur lequel nous formulons des hypotheses de modele linéaire mixte a
variances hétérogenes.

C’est une démarche a laquelle nous sommes accoutumés puisqu’elle sous-tendait déja
le travail présenté au chapitre 2. La premiere étape de linéarisation suit le méme
schéma et se justifie de fagon identique. La deuxieme étape s’appuie essentiellement
sur les travaux présentés a la section 4.4 dans le cadre des modeles linéaires mixtes
a variances hétérogenes.
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Nous nous limitons pour présenter cette méthode a un modele avec un seul effet
aléatoire. Nous évoquerons ensuite son extension possible a plusieurs effets aléatoires.

Reprenons les notations du modele au travers des trois hypotheses suivantes.

e Le vecteur d’observations y = (!, ..., ¥}, ..., y7)" rassemble les observations des
I environnements (n; observations pour l’environnement i) et le vecteur d’ef-
fet aléatoire £ = (&1, ...,&,)" possede ¢ niveaux. Le vecteur y est réalisation du
vecteur réponse Y dont les composantes, conditionnellement a &, sont indé-
pendantes et distribuées selon une loi de la famille exponentielle :

Vie {17 ’I} 7V] € {17 anz} ) f(yzj|§) = exp (W%(If;(elj) + C(yija (I))) :

Dans cette expression, la fonction a est soit une fonction a valeurs connues,
soit elle s’écrit a l'aide d’un parametre inconnu a estimer (comme pour la
loi gamma par exemple). On conserve donc la notation a(®) = ®, et I'on ne
tiendra pas compte le cas échéant des équations concernant 1’estimation de @,
que 'on aura pris soin de remplacer alors par la valeur connue.

e Le prédicteur linéaire inclut I’hétérogénéité :

Vie{l,..,1I}, ni = X+ o;Ui§

ou X;et U; (n; X petn; xq)sont des matrices fixées,
0 et o; des parametres a estimer.

On suppose & ~ N(0,1,) (on pourrait aussi remplacer I, par une matrice
symétrique définie positive A).

o Le lien entre p;; et 7;; est:

Vi € {]_, ,I} s V] S {]_, ,TLZ} : Nij = g(ﬂzj) .

4.5.1 Proposition d’'une méthode d’estimation
4.5.1.1 Etape de linéarisation

Conditionnellement a £, le modele considéré est tout simplement un GLM. Ainsi,
comme nous l’avons déja réalisé au chapitre 2, en suivant le schéma classique des
moindres carrés pondérés itérés dans les GLM, nous introduisons le vecteur z dont
chaque composante est définie par:

Vie{l,...I}, Vie{l,..,m}, zij=xyB+ouyé + g (1) (Y — i) -
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En écrivant le modeéle initial conditionnel a & sous la forme:
Yij = Hij + €
= g7 '(mj) + eij,

olt E(ei;1§) = 0
var(e;;|§) = @ V'(6;),

cette expression de z; peut étre vue comme un développement limité au premier
ordre de g(y;;) en p;;.

Notons Vi € {1,.... 1}, Vj € {1,...,ni} , €5 = ¢'(1ij) (Vi — pig) = 9'(pij)eij -
Nous considérons alors la modélisation suivante pour le vecteur aléatoire Z (dont z
est issu):

Vi € {1, ,I} , V€ {1, ,nl} , Zz‘j = x;jﬁ+aiu;j§+5ij , (48)

écriture a laquelle sont associées des hypotheses de lois normales pour les distribu-
tions de £ et £ et donc de Z. La loi de & reste N(0, ;). Quant a celle de ¢, elle
respecte:

V’iE{l,...,I},\V/jE{l,...,ni}, E(é‘”‘f) =0
var(s;;|{) = @ g'(#z‘j)Q " (055) -

Conditionnellement a ¢, les €;; étant indépendants, la matrice diagonale, de taille
N = ¥!_, n;, définie par:

We ={a® g'(11ij)? V" (035) Yimt,od ity »

est la matrice de variance résiduelle, conditionnelle & £, du modele (4.8). Dans le cas
d’un lien canonique, cette matrice s’écrit :

We = {d o 9’(/%‘) }i:l,...,],j:l,...,ni .

On peut aussi la découper en blocs de matrices diagonales et on note W ; la matrice

résiduelle correspondant au ™ environnement :

Wei = {a ® g'(1i)* V"(05) }jmr.ocm,
Enfin, on notera W et W, les espérances de ces matrices:

Var(e) = W = E(W)
Var(si) = W, = E(Wgﬂ)
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Et on désignera par Wy et W* les matrices mises a I'échelle: Wy = W et W =
PW*, de méme pour W¢, et Wi

Ce modele, défini par (4.8) et les hypotheéses qui suivent, sera appelé modéle
linéarisé. De méme qu’au deuxieme chapitre, toutes les hypotheses sont donc réunies
pour reconnaitre dans ce modele linéarisé un modele linéaire mixte mais cette fois-ci
a variances hétérogenes pour l'effet aléatoire. Pourtant, cette hypothese gaussienne
va en contradiction avec le fait que, de facon générale, les matrices W et W, sont
différentes. Cette distinction a d’ailleurs abouti aux deux méthodes (celle proposée
par Schall et la notre) dont nous avons discuté au chapitre 2. Pour ne pas reprendre
ici ce débat, nous adopterons la notation W pour désigner indifféremment W et W,.
De méme, nous noterons W; le bloc de W correspondant a I’environnement ¢ et WW*,
W ces mémes matrices mises a 1'échelle.

D’autre part, d'un point de vue de ’estimation et comme dans le cas classique
des GLM, les parametres inconnus du modele linéarisé interviennent a la fois dans
la partie explicative du modele, dans la matrice de variance résiduelle W ainsi que
dans la définition de z. C’est pourquoi nous envisageons une procédure itérative
pour l'estimation. A chaque itération, z et VW sont évaluées aux valeurs courantes
des parametres. Ainsi, a la t*™® itération, pour les valeurs 3 et al[t} (1=1,...,1) des
parametres et pour £, la valeur de 2;; sera calculée par:

2y = aly B + o ul e + g () (i — nl])

Le vecteur z prendra donc une nouvelle valeur a chaque fois.

Pour cet algorithme itératif, au pas ¢ de I'itération, on considerera donc le modele
linéarisé dans lequel :
- les valeurs observées des Z;; sont les zl[?,
- la matrice de variance résiduelle (conditionnelle ou non) est WI,
On obtient alors les valeurs [t + 1] en procédant a 'estimation au sein de ce modele,
ce que nous décrivons ci-dessous.

4.5.1.2 Etape d’estimation

Dans toute cette section, nous nous placons donc dans le cadre du modele li-
néarisé obtenu apres la t*™¢ linéarisation et décrit dans les lignes précédentes. Nous
le regardons comme un modéle linéaire mizte a variances hétérogénes, dans lequel
nous pouvons utiliser les algorithmes LINHE_ML et LINHE_REML établi en section
4.4. Nous reprenons ici plus spécialement la démarche ayant conduit a I'algorithme
LINHE_REML et basée sur les travaux de FOULLEY et QUAAs (1995). Comme
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eux, nous envisageons un traitement bayésien du vecteur . Pour cela, un a priori
non informatif (avec une variance infinie) est supposé pour ce parametre. La pro-
cédure proposée permet alors d’estimer, dans une démarche EM, les parametres
02 = (02,...,0%) et ® le cas échéant.

Notations:

e Pour alléger I’écriture dans toute la suite, nous supprimons les exposants des vec-
teurs z et Z ainsi que des matrices W et W; et leurs correspondantes rééchelonnées
(autrement dit tous les élément dont la valeur a été fixée par la t*™ itération) mais
c’est bien 24, ZI1 Wit Wim, W et Wi*[t} que nous désignons.

e On note toujours & a la fois le vecteur aléatoire et sa réalisation.

e La procédure mise en place dans ce t™¢ modele linéarisé est une procédure itérative
dont m représentera l'indice d’itération.

Nous nous attachons dans un premier temps a écrire la vraisemblance des données
completes: X = (Z'.¢', (') z jouant le role, dans I'algorithme EM, des données
observées, et £ et B celui des données manquantes. Nous notons 6§ = (¢, ®) le
vecteur des parametres & estimer. Ainsi, la vraisemblance complete s’écrit :

L(sz) = In[f(z.& B18)
— W[f(=|¢. 3, 6)] + In[f(€ 3. 6)] + W[£(5]5)]

Avec les hypotheses de distributions normales du modele linéarisé, on a:

! 1 1
2GS, ,6 = — =, .1 SXP|—% Zi—Xi —UiUZ' ’Wfl Zi—Xi _UiUi
el ,8) = g espl g o= X, = oUW (o= X = i)
! 1 [ 1 /W*—l ]
= o — exp[— =W &l
FienF g ies T 2
I n, 1
d’on  In[f(2|€, 3,0)] = const — ZEZ In(®) — Zﬁegwg‘*lei.
i=1 i—1

On a aussi: In[f(¢]3,6)] = —g In(27) — %5'5.

Ce n’est pas directement cette vraisemblance complete L que I’on maximise, mais
son espérance conditionnelle aux observations, étant données les valeurs courantes
des parametres ; autrement dit la fonction Q(6]6™) = E(In[f(z, £]6)]|z, 6™), a I'ité-
ration [m] de 'algorithme. Dans 'objectif de la maximisation de cette fonction, nous
conservons uniquement les éléments contenant une information sur les parametres
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et qui ne disparaitront pas a la dérivation. Ce qui donne:

N
Q(6]6™) = const — 5} In(®) — =Y E(=W; e |z, smly

Il s’agit maintenant de dériver cette fonction par rapport aux divers parametres
composant 6. Notons que les matrices de variance YV et ses associées s’expriment
a l'aide de ces parametres. Cependant dans le modele linéarisé, elles ont été fixées
par les valeurs a ’étape ¢ et sont donc considérées ici comme constantes. On obtient
alors les dérivées suivantes:

, oQ (6|5 1 1 R
vie{l, ., I}, % = "5 {;E [fUz‘Wz‘ Nz — Xif) |Z,5[mq
- E[¢UW;UE 2,80 )
aQ(slelmy 1 LT yapeet ]
et 5 = —35 1N @;E[siwi &i |z, 8] ¢

Ce qui conduit, en annulant ces dérivées, au schéma itératif:

E[&UW; ™ (2 - XiB) |2, 6]

Vie{l,.,I}, o™ =
{ } E [ &UW;T'UE |2, 6m]

I
> E [ Wi e |z, 6[’”}]
et, Plm+] =1

N

Pour calculer ces espérances conditionnelles, nous utilisons les solutions du systeme
des équations de Henderson du modele linéaire mixte et la matrice des coefficients
de ce systeme. Pour le modele linéarisé (4.8), ce systeme d’équations est le suivant

(en notant toujours sans exposants 2 et WZ-M) :

I I I
)IRGTRSIND S LA YW

— =1
- I

=1 =1 ﬁ

! m ! 2[m 5 [m]
SoMuwitx, YoM UWIU + 1 S oUWtz
i=1 i=1 i=1

2

On note toujours 3 et & les solutions obtenues a ce systeme d’équations et C' 'inverse
de la matrice des coefficients. Les espérances conditionnelles s’expriment alors sous
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la forme:
E1™ = E[&UW; Yz — XiB) |z, 6]
= SUW; (2 — Xif) — te(UIW; ' XiCpe)

B2 = E[&UW;T'UE |2, 8] = EUW;T'UE + te(UW,; ™' UiCee)

p3m = E [ Wil |z, 6[’”"]}
= B (2= Xif = U)W, (2 — Xi = oiUi€) |2, 61|
= (2 — XiB)YW;™ (2 — Xi3) + tr( X)W1 X,C5)
—201™ E1™ 4 o7 palm™

Ceci permet d’affecter les nouvelles valeurs suivantes a o; et ¢ :

I
im] Y E 3"

Vie{l,...,N L — ( t Plm+1 _ =1
3 {, s }, a. , e N

Si 'on veut procéder a I'estimation des parametres du modele linéarisé dans lequel
nous nous sommes placés au début de cette section, il reste a itérer ce processus,
c’est-a-dire former le nouveau systéme de Henderson & I’étape [m + 1] pour obtenir
des estimations [m + 2] et ainsi de suite . .. A la convergence de cette procédure
I'étape [t], on obtient les valeurs &; et @, et ’on pose alors UZ[HH = ¢g;, Bt = @,
Bl = g et £t = é A T’aide de ces nouvelles valeurs, il est maintenant possible de
procéder & une nouvelle linéarisation, i.e. calculer les 2t et W et done définir
le nouveau modele linéarisé.

4.5.1.3 La procédure

La procédure que nous proposons alterne donc entre ces deux phases de linéa-
risation et d’estimation. D’un point de vue algorithmique, deux itérations sont ici
imbriquées: la procédure globale de réactualisation du modele linéarisé, qui, pour
chaque modele, fait appel & une procédure d’estimation, elle méme itérative (comme
la plupart des procédures d’estimation des composantes de la variance évoquées jus-
qu’ici). Pour I'implémentation, nous avons choisi de ne réaliser qu'un seul pas de la
procédure d’estimation a l'intérieur de chaque phase de linéarisation. Nous avions
déja réalisé ce méme choix au chapitre 2, et ceci en vue de simulations a réaliser.
D’autres alternatives pourraient consister a en réaliser un nombre de pas fixé, voire
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de la laisser converger, avant une nouvelle linéarisation. Il faudra de toute fagon
rester prudent puisque rien ne nous assure qu’avec les criteres d’arrét choisis, la
convergence soit atteinte. De plus, cette derniere solution présente le désavantage
d’étre plus longue. Pour pallier cela, une derniére alternative peut encore étre envi-
sagée, qui consiste a avancer rapidement en début de procédure (avec un seul pas
de EM) pour ensuite laisser EM davantage travailler sur la fin. Il nous semble que
ce n’est pas ici le lieu pour discuter de ces différences algorithmiques.

D’autre part, des deux algorithmes présentés dans le cas linéaire hétérogene,
nous avons uniquement repris ici l'algorithme LINHE_REML. Selon la présentation
que nous en avons faite, I’avantage de celui-ci réside dans 1'utilisation du systeme de
Henderson qui, ne se contentant pas de permettre le calcul des espérances, fournit
aussi des valeurs pour £. Or, comme nous l’avions souligné au chapitre 2, ceci est
important pour la réactualisation des valeurs de z et éventuellement de W (si on
utilise W) lors de la phase de linéarisation. Cependant, a défaut, il existe d’autres
facons d’obtenir des valeurs prédites pour £&. Nous en avons présenté au chapitre 2.
Nous utiliserons donc aussi 1'algorithme LINHE_ML lors des simulations mais nous
ne le détaillons pas ici: il se réécrit de facon similaire.

Revenons un instant sur la matrice WW. En effet, pour reprendre une remarque de

la section 4.5.1.1, la différence entre les matrices W et W, fait naitre une ambiguité
dans I'approximation “linéaire” (hypothese de loi normale) du modele linéarisé. Le
choix entre I'une de ces deux matrices reste un sujet de débat. Nous verrons dans la
section suivante que dans le cas homogene, ce choix débouche sur les deux alterna-
tives dont nous avons largement discuté au deuxieme chapitre et dont les arguments
ont déja été exposés.
Ici, lors de la mise en place de la procédure d’estimation, la premiere fois ou la ma-
trice W intervient se situe dans lexpression de la loi conditionnelle de Z & & (ceci
est dit au fait que 1’algorithme EM se construit a partir de la loi conjointe de Z et
€). Il semblerait alors plus naturel d'utiliser la matrice W,. Cependant, si tel était
le cas, il serait alors nécessaire lors du calcul des espérances conditionnelles de tenir
compte du fait que cette matrice est aléatoire. Ainsi, on devrait en calculer aussi son
espérance ou sa covariance avec les autres variables aléatoires selon la distribution
de £ sachant z. Pour ces raisons, ainsi que celles évoquées au deuxieme chapitre,
nous préférons choisir pour W la matrice W et non W,.

Il est important de rappeler que si les estimations de o; n’avaient pas été cons-
truites a 1’aide de la démarche EM, nous n’aurions pas su a partir du systeme de
Henderson obtenir des estimations de ces composantes de la variance. En effet, écrit
sous la forme précédente, aucune équation de ce systeme ne nous conduit a cette
estimation. Et méme si nous avions laissé les 07 comme parametres de variance
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de la distribution des &, 'obtention des valeurs de £ ne nous permettait pas non
plus cette estimation, puisqu’une méme composante peut intervenir pour des o;
différents. Nous avons déja évoqué ce probleme lié a I'hétérogénéité en section 4.4.2.
Ainsi, I'algorithme EM, écrit en sortant o; de la distribution de &, trouve ici une
grande utilité.

De plus, le fait d’etre passé par une étape de linéarisation présente au moins deux
avantages:

- le probléme du calcul intégral (et de son approximation) ne se pose plus.
En effet, dans le cas gaussien, les regles de conditionnement répondent au
probleme.

- traiter I’hétérogénéité dans le cas linéaire est plus simple et nous en avons
discuté des solutions précédemment.

Pour finir, nous avons présenté notre procédure uniquement dans le cas d’un
modele avec un seul effet aléatoire. Elle peut étre étendue sans aucun probleme au
cas de plusieurs effets aléatoires. Le modele linéarisé s’écrira pour K effets:

K
Vi € {1, e ,I} , Z; = X+ Zaz-jUi]fj +¢e; ol Var(ez-) =W;.

i=1

Il en découle ensuite 'écriture habituelle du systeme de Henderson.

4.5.2 Le cas particulier de I’homogénéité

Dans ce paragraphe, nous cherchons a savoir ce que devient la procédure d’esti-
mation que nous venons de mettre en place, dans le cas particulier de I’lhomogénéité,
c’est-a-dire dans le cas on Vi € {1,...,I}, o} = o2. Nous considérons & nouveau
un modele avec un seul effet aléatoire. Il n’est plus nécessaire, avec cette hypothese
d’homogénéité, de faire la distinction entre les différents environnements. On ras-
semble les N individus, que 'on indice dorénavant par ¢. Les matrices ne sont plus
redécoupées en sous-blocs, ! et u} concernent le ™ individu et désignent les M
lignes de X et U. Le parametre o est toujours sorti de la distribution du vecteur &.
Et enfin, le prédicteur linéaire peut s’écrire vectoriellement (7 est alors de taille N)
sous la forme simple:

n=Xpg+oUE.

Dans 'étape de linéarisation, aucune modification de fond n’est nécessaire. Le
modele linéarisé s’écrit alors:

Z=XpB+0Ul+¢
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o Var(el§) = W = {qP¢'(w)*"(0;) }iz1,..N
Var(e) = W = E(W)
= oW,

De méme que précédemment, les parametres a estimer étant présents a la fois dans
la partie explicative et dans la matrice résiduelle, il est naturel d’envisager un algo-
rithme d’estimation itératif. Ainsi, a 'itération ¢, la matrice de variance du modele
lindarisé est WIl (W désigne toujours indifféremment les matrices W ou W) et la
réalisation de Z est 2!,

Dans toute la suite, on omettra les exposants de ces éléments et on écrira W, W*
et z pour désigner W, WHH et 211,

[’étape suivante d’estimation reprend la démarche itérative EM, au cours de
laquelle les expressions des parametres a ’étape [m + 1] sont :

E[&UW Y (Z - XP) |z, 6]
E[&U'WLUE |z, 807

E [5’W*’16 |2, 6["‘]]
¥ :

O.[erl} —

et, P+ =

Ils seront de méme calculés a ’aide des coefficients et des solutions du systeme de
Henderson, associé au modele linéarisé.

Ala convergence de cette procédure d’estimation, on obtient (on I’a vu en section
4.4.3) les estimations REML des parametres du modele linéarisé a I'étape [t]. Ces
estimations sont donc identiques a celles auxquelles on aboutit dans le méme modele
réécrit avec o rentré dans la distribution de £, a 'aide de la résolution direct du
systeme REML ou par le systeme de Henderson. Et c’est cette derniere démarche
qu’adoptent les algorithmes présentés au chapitre 2.

Tout ceci reste vrai a chaque étape [t] de linéarisation. C’est pourquoi de fagon
globale I'algorithme obtenu ici est équivalent a ceux du deuxieme chapitre. Et le
meéme propos peut étre tenu pour les estimations ML avec ’algorithme LINHE_ML
transposé au cas homogene. Cependant, ici, comme au chapitre 2, nous avons choisi
de n’effectuer qu'un seul pas de la procédure d’estimation a l'intérieur de chaque
phase de linéarisation. Ceci serait donc susceptible de perturber I’équivalence entre
les algorithmes; puisqu’apres un seul pas, les estimations obtenues par les divers
algorithmes sont cette fois-ci différentes et le modele linéarisé a 1'étape [t + 1] le
sera donc aussi. Néanmoins, nous avons observé que, quel que soit l'algorithme
d’estimation du modele linéaire utilisé (EM, systeme REML, Henderson), cette im-
plémentation n’affectait pas les estimations obtenues en fin de procédure.

Nous en concluons donc que la procédure proposée dans ce chapitre aboutit, dans



4.5.3 Simulations 155

le cas homogene, aux mémes estimations que:
- la procédure SCHALL lorsque W = W,

- notre procédure du premier chapitre lorsque W = W.

4.5.3 Simulations

Apres avoir présenté une méthode d’estimation des composantes de la variance
dans les GL2M hétérogenes, et avoir vu qu’elle n’était pas sans lien avec les méthodes
discutées au chapitre 2, il est maintenant indispensable d’observer son comportement
numérique. C’est ce que nous faisons sur des simulations. Nous considérons pour
cela différentes lois de la famille exponentielle et différentes fonctions de lien. Bien
entendu nous ne reprenons pas le cas de la loi normale, auquel la section 4.4 a été
consacrée. Nous envisageons ici les cas:

e loi binomiale - lien logit,
e loi de Poisson - lien log,

e loi exponentielle - lien log.

En ce qui concerne le prédicteur, nous conservons toujours le plan d’expérience de
I'exemple (cf. 4.4.1). Nous simulons 200 jeux de données, et nous donnons dans les
tableaux ci-dessous les résultats des moyennes et écart-types des 200 estimations
obtenues par les différents algorithmes: approche REML, approche ML soit avec
We, soit avec W (dans le cas ou ces matrices sont différentes). Evidemment, lorsque
nous désignons les colonnes de ces tableaux par REML ou ML, nous ne faisons en
aucun cas référence a des démarches de vraisemblance dans le GL2M d’origine, mais
uniquement aux algorithmes choisis dans les modeles linéarisés successifs.

Ces simulations sont réalisées pour deux valeurs différentes du vecteur de parametres
o?: 0% =(1.5;0.5;1)" et 0 = (0.05;4;1)". Pour /3, nous conservons le vecteur nul de
facon a éviter des problemes numériques notamment dans le cas du lien logarithme
ol I'espérance des lois simulées pourrait alors atteindre de tres grandes valeurs.

Enfin, avant de présenter ces tableaux, rappelons que, dans la configuration de
référence, le vecteur des données est de taille n = 36 et que le vecteur des effets
aléatoires possede ¢ = 4 réalisations, deux chiffres relativement faibles.
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e Cas binomial - lien logit

Valeurs estimées
REML ML

Valeurs We w We w
simulées | moy. | et.| moy.| et.| moy. | et. | moy| et
1.5 1.32| 1.03| 1.33| 1.04| 1.00| 0.79| 1.00| 0.79
o? 0.5 0.44| 0.34| 0.45| 034] 0.33] 0.26| 0.33| 0.26
1 0.87| 0.69| 0.87| 069| 0.65| 0.53| 0.65| 0.53
0 0.08| 0.64| 0.08| 065| 0.08| 0.64| 0.08| 0.64
I} 0 0.05| 0.39| 0.05| 039| 0.05| 0.39| 0.05| 0.39
0 0.08| 0.53| 0.08| 053] 0.08| 0.52| 0.08| 0.53
0.05 0.05| 0.04| 0.05| 0.05| 0.04| 0.03] 0.04| 0.03
o2 4 342 2.79| 3.42| 2.74| 256| 2.10| 2.59| 2.14
1 0.84| 0.69| 0.84| 073 0.63| 0.52| 0.62| 0.53
0 0.00| 0.12| 0.00| 0.12| 0.00| 0.12] 0.00| 0.12
I} 0 0.05| 094 0.05| 095| 0.05| 093] 0.05| 0.95
0 0.03| 0.49| 0.03| 049| 0.03| 0.48| 0.03| 0.49

Manifestement, quelles que soient les valeurs de o2, les différents algorithmes ont tres
bien décelé I'hétérogénéité. Fit meme si les estimations sont plus ou moins proches
des valeurs simulées selon les cas REML/ML, les ordres de grandeur des différentes
valeurs des composantes de o2 sont respectés. De méme, les résultats sur 3 sont tres
bons dans tous les cas.

En ce qui concerne les dispersions de ces estimations, notons que:

- pour o2, les écart-types restent de méme grandeur que les moyennes obtenues
donc suivent grosso modo les grandeurs simulées,

o)
- I'écart-type de [3; est proche de 5!

Enfin, au moins dans ce cas, nous ne lisons pas de différence entre les procédures
utilisant W et celles utilisant W,.

Dans le tableau ci-dessous, nous observons 'évolution de ces estimations lorsque :

- nous doublons le nombre de données, c’est-a-dire que nous doublons le nombre
d’observations par environnement et nous répétons une deuxieme fois le plan
d’expérience,

- nous doublons le nombre de données et nous doublons le nombre de peres,
donc le nombre de réalisations de l'effet aléatoire.
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Nous donnons uniquement les résultats de la procédure REML / W.

Valeurs estimées
Valeurs n =36 n="72 n="72
simulées qg=14 q=4 qg=2_8
moy. | et.| moy| et.|] moy| et
1.5 1.33 1.04 1.20 0.78 1.20 0.72
o? 0.5 0.45 0.34 0.40 0.27 0.40 0.25
1 0.87 0.69 0.80 0.53 0.79 0.48
0 0.08 0.65| —0.01 0.58 | —0.00 0.86
I} 0 0.05 0.39 | —0.01 0.34| —0.01 0.50
0 0.08 0.53 | —0.01 0.48 | —0.00 0.70

Il n’est pas surprenant de constater que le fait de doubler n entraine une diminu-
tion de la dispersion des estimations. Pour o2, cette diminution s’accentue encore
davantage en augmentant ¢ le nombre de réalisations de 'effet aléatoire. Mais inver-
sement, la dispersion des estimations de  augmente alors. An fixé, la variance de
B augmente avec le nombre de réalisations de 'effet aléatoire.

e Cas Poisson - lien log

Valeurs estimées
REML ML

Valeurs We w We w
simulées | moy.| et.| moy.| et.| moy.| et.| moy]| et
1.5 149 162 1.70| 1.70| 0.98| 1.03| 1.34| 1.46
0.5 0.83| 1.26| 1.08| 1.84| 0.51| 0.65| 0.78| 1.37
1 1.11| 1.35] 1.53| 245| 0.66| 0.75| 1.03| 1.71
0 0.09| 0.64|—-0.05| 0.70 0.13] 0.62| —0.06| 0.70
0 —0.10| 0.56 | —-0.20| 0.62| —0.07| 0.53| 0.19| 0.62
0 0.05| 0.63|-0.07| 0.70| 0.08]| 0.62|—0.07| 0.70
0.05 0.19| 0.28| 0.33] 0.72| 0.12] 0.18| 0.25| 0.60
4 254 1.71| 258| 1.79| 165| 1.20| 1.96| 1.49
1 1.12| 147| 1.60| 2.48| 0.67| 0.75| 1.06| 1.70
0 —0.07| 0.30]—-0.13| 0.34| —0.07| 0.29|-0.12| 0.34
0 0.22| 090 0.06| 095 0.30]| 0.87| 0.06| 0.92
0 —0.02| 0.61]-0.15| 0.75| 0.01| 0.59|-0.13| 0.74

2

Les estimations obtenues ont su rendre I'idée de I’hétérogénéité simulée, méme si
les grandes valeurs de o

restent difficiles a atteindre. On note une plus grande



158 4.5.3 Simulations

disparité entre les algorithmes utilisant W et ceux utilisant W, particulierement
pour I'estimation des composantes de la variance. Cette différence tend sensiblement
vers une plus grande dispersion des estimations dans le cas de I'utilisation de W.

e Cas exponentiel - lien log

Valeurs estimées

Valeurs REML ML
simulées | moy.| et.| moy.| et
1.5 1.62 1.49 1.17 1.12
o? 0.5 0.68 0.80 0.49 0.58
1 1.29 1.59 0.85 1.02
0 —0.16 0.57| —0.16 0.57
I} 0 —0.11 0.45| —0.11 0.45
0 —0.18 0.59| —0.16 0.59
0.05 0.14 0.20 0.10 0.14
o? 4 3.34 3.10 2.37 2.30
1 1.14 2.21 0.67 1.24
0 —0.05 0.32| —0.05 0.32
I} 0 —0.12 1.19| —0.10 1.20
0 —0.06 0.72| —0.06 0.69

Dans ce cas, les matrices W et W sont les memes puisqu’elles sont égales a la ma-
trice identité. Les résultats sont relativement similaires a ceux du cas binomial pour
I'estimation de o?: une fois de plus ’hétérogénéité est bien détectée avec toujours
la méme différence sensible entre les estimations REML et ML! Notons, en ce qui
concerne 3, que la qualité de I'estimation n’est pas sans lien avec I'importance des
valeurs des composantes de 'effet.



Conclusion

La modélisation avec effets aléatoires a ouvert de nouveaux horizons sur les
facons d’envisager, au sein de modeles, I'explication d'une variable observée lors
d’une expérience. La génétique animale en est actuellement un domaine d’application
privilégié, mais ce type de modélisation peut s’avérer utile en bien d’autres situations
encore. Ainsi, la pertinence de la classe des modeles linéaires généralisés a effets
aléatoires n’est plus a démontrer.

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a la question de ’estimation des
parametres d’effets fixes et des composantes de la variance de tels modeles.

Nous I'avons souligné a plusieurs reprises: ces GL2M sont définis conditionnelle-
ment aux effets aléatoires, qui ne sont pas directement observés. Toute la difficulté
réside donc dans la levée du conditionnement. C’est pourquoi, pour faire face a ce
probleme, les méthodes d’estimation construites s’appuient sur diverses approxima-
tions. Tout en gardant un point de vue global sur ces modeles, nous avons tenté de
dégager les différents types d’approximations mis en jeu et les différents niveaux de
déconditionnement du modele réalisé.

Au cours des chapitres 2 et 3, nous avons pu explorer deux voies principales de
raisonnement :

- soit en se placant au niveau du modele conditionnel, la linéarisation est alors
effectuée au tout début de la démarche (chapitre 2),

- soit en ce placant au niveau du modele marginal, la linéarisation est alors
réalisée en cours de route (chapitre 3).
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Nous avons essayé d’éclairer et de comparer ces différents points de vue, en notant
aussi les cas ou ils coincidaient.

Dans le chapitre 2, nous avons proposé une méthode simple d’estimation, combi-
nant les techniques GLM et L2M, par une relecture de la procédure GLM a l'aide du
modele linéarisé. Cette méthode s’est avérée proche de celle proposée par SCHALL
(1991), les différences étant principalement résumées par 1'utilisation respective des
matrices W et We. Si cette derniere méthode a recu les éclairages de diverses dé-
marches permettant d’y aboutir, il serait intéressant d’étudier comment ces mémes
raisonnements peuvent étre appliquées pour justifier, de facon similaire, 'utilisation
de la matrice W.

La méthode que nous proposons permet en outre de tirer partie d’une information,
apportée dans certains cas par les GL2M, sur la structure de variance. Mais cela ne
nous prive pas pour autant, si nécessaire, d'une éventuelle estimation du parametre
de dispersion.

Les simulations que nous avons réalisées ne montrent pas de différence entre I'utili-
sation de W et celle de W, autrement dit entre notre méthode et celle de Schall. 11
est donc nécessaire, dans un premier temps, de compléter ces simulations, et, le cas
échéant, a défaut d’exhiber des différences, de déterminer les raisons théoriques qui
rendraient semblables ces deux méthodes.

Dans le chapitre 3, nous avons étendu la méthodologie développée par GILMOUR,
ANDERSON, et RAE (1985). Nous espérons avoir donné un cadre plus général a son
utilisation, tout en soulignant le domaine de validité restreint de cette méthode aux
faibles valeurs des composantes.

Au chapitre 4, nous avons introduit une notion d’hétérogénéité au sein des mo-
deles linéaires généralisés a effets aléatoires. C’est en nous appuyant sur les travaux
réalisés au chapitre 2, que nous avons pu mettre en place une méthode d’estima-
tion dans ce nouveau cadre. L’outil principal de ce chapitre est I'algorithme EM.
Nous n’avons traité que de sa mise en place pour répondre a notre problématique,
sans pour autant faire d’étude théorique de cet algorithme. Celui-ci a par ailleurs
déja fait 'objet de nombreux travaux. Une poursuite intéressante pourrait donc étre
d’étudier de facon plus approfondie, a I'aide de ces travaux, les propriétés d’un tel
algorithme dans notre cadre précis.

De plus, a la lumiere de ce chapitre, différentes autres modélisations de 1’hétérogé-
néité mériteraient aussi d’étre étudiées.
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De facon générale, a la question de I'estimation des parametres d’'un modele
succedent bien entendu celles sur la possibilité de construire des tests sur ces para-
metres, ou encore d’établir des méthodes de choix de modele. Ce sujet est d’autant
plus délicat que les méthodes d’estimation sont, elles mémes, approchées et que ces
approximations sont plus ou moins bien maitrisées. Cependant, certains auteurs ont
commencé a s’y intéresser (cf. LIN (1997)). Enfin, I'article fondamental de LEE et
NELDER (1996) ouvre aussi des perspectives a ce sujet dans le cadre plus large des
HGLM.
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