Chapitre 1

Généralités sur les fonctions
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1.1 Rappels de Seconde sur la notion de fonction

Les définitions et propriétés suivantes ont été vues en Seconde aussi les propriétés ne seront pas démontrées.

1.1.1 Définition, vocabulaire et notations

Définition 1.1. Soit D un intervalle ou une réunion d’intervalles de R.
Définir une fonction f sur un ensemble D, c’est associer, a chaque réel x € D, au plus un réel noté f(x).

Onditqgiefiviest ., de vpar fetqiexest . de f(1]
On note :
f b . R
x —

etonlit « f, la fonction de D dans R qui a x associe f(x) ».

Remarque. f désigne la fonction, f(x) désigne le réel qui est 'image de x par f.

1.1.2 Ensemble de définition

Définition 1.2. L'ensemble des réels possédant une image par une fonction est appelé ensemble de définition de la
fonction. On le note en général D.

1.1.3 Courbe représentative

Définition 1.3. Soit f une fonction. On appelle courbe représentative de f, notée en général ¢, I'ensemble des
points M decoordonnées.. ... ... .
On dit que la courbe 6 a pour équation ...................

On veillera a ne pas confondre la fonction et sa représentation graphique.
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1.1.4 Variations d'une fonction

Définition 1.4. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que

s [ estdecroissantesur ]l sipourtousreelsqetbdelona. .. . .. ... .. . ;
e festmonotonesurlsi..................... ...

Y

1.1.5 Fonctions de référence

Compléter le tableau 1.1.5, de la présente page, sur le modele de la deuxiéme ligne.

TABLE 1.1 — Fonctions de référence - Tableau de 'activité 22

Fonction

PP Variations Allure de la courbe représentative
Définie sur

Carré
f(x)=x?

fw=2 N

Df=R 0

Inverse

f(x)= L | }

Dy =

1.1.6 Quelques fonctions étudiées en Seconde

Fonctions polynomes de degré 2 (fonction trindme)

Définition 1.5. On appelle fonction polynome de degré 2, ou fonction trinéme, toute fonction f pouvant s’écrire sous §
la forme f(x) = ax’®+bx+cota#0. §
La courbe représentative d'une telle fonction est............... §
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Propriété 1.1. Soit f(x) = ax® + bx + ¢ une fonction trindme. Alors f a les variations résumées dans les tableaux ci-
dessous :

e Sia>0; e Sia<0:

x | —oo +00 x | —oo +00

/ /

Une telle fonction admet donc un extremum atteinten...................

Propriété 1.2. Soit f(x) = ax? + bx + ¢ une fonction trinome et €r sa courbe représentative. Alors €r admet

Fonctions homographiques

ax+hb

Définition 1.6. On appelle fonction homographique toute fonction f pouvant s’écrire sous la forme f(x) = &57 ou

(c;d) # (0;0).
La courbe représentative d'une telle fonction est...............

ax+b
cx+d

Propriété 1.3. Soit [ une fonction homographique telle que f(x) = Alorsf estdefiniesur.. ... ...

1.2 Activités

AcTtivitE 1.1 (La fonction racine).
On appelle fonction racinela fonction qui a un réel x associe, s'il existe, le réel positif noté /x tel que (v/x)? = x.

1. Déterminer I'ensemble de définition de la fonction racine.
2. Alaide d'une calculatrice graphique ou d'un grapheur, représenter la courbe de la fonction racine.

3. Que peut-on conjecturer quant aux variations de la fonction racine ?

AcCTIVITE 1.2 (Sommes de fonctions). y
Sur la figure ci-contre, on a représenté une fonction affine
f etune fonction trinéme g. On appelle & la fonction telle 61
que, pour tout x, h(x) = f(x) + g(x).

1. Sur ce méme graphique, tracer la courbe représen-
tant la fonction h.
Indication : On pourra proceder point par point ou 44
bien s'aider d’un tableau de valeurs du type :

x |o]los|1]|15|2|25|3]35]4 3T

fx)

g(x) 24

h(x)
2. Donner, par lecture graphique, les variations de la :_

fonction h. J
1 | 1 1

3. Y a-t-il un lien entre les variations des deux fonc- -1 O 11 2 3 4 X

tions f et g et cellesde h?

AcTiviTE 1.3 (Sommes de fonctions — Bis).
Al'aide de vos connaissances sur les variations des fonctions affines, completer les tableaux suivants :

Fonctions | f(x)=2x+3 | gx)=x—-4 | h(x)= f(x)+g(x)
Variations

Fonctions | f(x)=-2x+4 | gx)=x+1 | h(x) = f(x)+g(x)
Variations | |
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3 Fonctions | f(x)=-2x+1 | g(x)=2x—-4 | h(x)=f(x)+gx)
" Variations

4 Fonctions | f(x)=-3x+2 | g)=x—-4 | h(x) = f(x) +g(x)
* Variations

5 Fonctions | f(x)=—-x+4 | g(x)=-2x+3 | h(x) = f(x)+g(x)
* Variations

Conjecturer le lien qu'il existe entre les variations de f et g et celles de  puis le prouver.

AcTiviTE 1.4 (Fonctions associées).

Soit f, g, h, k, [ les fonctions définies par :

e f(x)=vxpourxeR" e k(x)=—-v/xpour xeR*
e g(x)=3+/xpour xeR" e I(x) =4y/x pour xe R*
e h(x) =Vx+4pour x € [—4;+oo[

1. Al'aide d’une calculatrice graphique ou d’'un grapheur, tracer la courbe représentative de f puis celle de g.

2. Décrire la transformation permettant de passer de la courbe de f a celle de g en précisant ses caractéristiques si
cette transformation est une transformation usuelle (symétrie, etc.).

3. Mémes questions en remplacant g par chacune des autres fonctions.

1.3 Bilan et compléments

1.3.1 Opérations algébriques sur les fonctions

De la méme maniere qu’on peut ajouter, multiplier, diviser, etc. des nombres, on peut ajouter, multiplier, diviser, etc.
des fonctions.

Définition 1.7. Soit f et g deux fonctions définies au moins sur D et k un réel. Le tableau suivant regroupe les
opérations sur les fonctions f et g:
Opération Notation Définition Définie pour
Somme de la fonction f et duréel k f+k (f+th0=fX)+k <D
Produit de la fonction f et duréel k kf (kfita=kfix) f
Somme des fonctions f et g f+g (] teily)_ [ toly)
Différence des fonctions f et g /l (- glx)- [(x) gx) xeDrnDg
Produit des fonctions f et g fg (fg)x) = f(x) x g(x)
. . [ (f ) f®
uotient des fonctions f et - = xeDrnDgetg(x)#0
Q fetg - : ( 0 fNDgetg

1.3.2 Fonctions associées

Définition 1.8. Soit f une fonction définie sur D et k un réel.
On appelle fonctions associées a f les fonctions: x— f(x)+k x— f(x+k) x—kf(x)

mmmmmn:

Remarque. Ces fonctions ne sont en général pas définies sur le méme ensemble de définition que f.

Propriété 1.4. Soit f une fonction définie sur D et k un réel et 6 sa courbe dans un repere (0;7,7) .

o Lacourbede f + k s'obtient a partir de celle de [ par une translation de vecteur kj

e Lacourbede x— f(x+ k) s'obtient a partir de celle de | par une translation de vecteur —ki

« Si(0;7,]) est orthogonal, la courbe de —f s'obtient a partir de celle de [ par la symétrie par rapport a laxe des
abscisses

————

On I'admettra.

1.3.3 Variationsde f+ g

Propriété 1.5. Soit deux fonctions f et g définies au moins sur un ensemble D.
» Si f et g sont deux fonctions croissantes sur D, alors la fonction f + g est croissante sur D.
o Sif et g sont deux fonctions décroissantes sur D, alors la fonction f + g est décroissante sur D.

s

Preuve. Voir I'exercice 1.4 &
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1.3.4 Variationsde f + k

Propriété 1.6. Soit [ une fonction définie et monotone sur un intervalle I et k un réel. Les fonctions f et f + k ont

i
. . L
méme sens de variation sur I. §

Preuve. Si f est croissante et a < b, alors f(a) < f(b). Donc f(a)+ k < f(b) + k donc f + k est aussi croissante.
On démontre de la méme maniere si f est décroissante. O

Exemple 1.1. La fonction f : x — x* + 2 a les mémes variations que la fonction carrée.

1.3.5 Variationsde kf

Propriété 1.7. Soit f une fonction définie et monotone sur D.
e Sik> 0 alors les fonctions f et kf ont le méme sens de variation sur D.
e Sik <0 alors les fonctions f et kf ont des sens de variation opposés sur D.

Preuve. Voir 'exercice 1.5 &

1.4 Exercices

EXERCICE 1.1.
Soient [ et g les fonctions définies sur R par: f(x) = —x° +4x et g(x) = —x° + 4.
On a tracé sur le graphique 1.1 de la présente page les courbes représentatives de f et de g.

FIGURE 1.1 — Graphique de 'exercice 1.1

~

1. Associer chaque courbe a la fonction qu’elle représente. Justifier succintement.
2. Déterminer graphiquement puis par le calcul les solutions des équations :
e [(x)=0; . g(x)=0;
3. (@) Résoudre graphiquement : f(x) < g(x).
(b) En factorisant d’abord f résoudre par le calcul f(x) < g(x).

EXERCICE 1.2.
Soit f et g définies sur R par f(x) = x et g(x) = x°.
1. Etudier le signe de f(x) - g(x) = x— x°.
2. En déduire l'intervalle sur lequel ona f < g.
EXERCICE 1.3 (Preuve que la fonction racine est strictement croissante).
Soit0< a<b.
1. Que peut-on dire alorsde b—a?

2. Montrer que b—a= (Vb+va)(Vb—/a).
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3. Que peut-on dire du signe de Vb + v/a? En déduire le signe de Vb - v/a.
4. En déduire alors le sens de variation de la fonction racine.
EXERCICE 1.4 (Preuve de la propriété 1.5).
Montrer que si a et b sont deux nombres de D tels que a < b et que f et g sont croissantes sur D, alors (f + g)(a) <
(f + g)(b). Conclure.
Méme question lorsque f et g sont décroissantes sur D.
EXERCICE 1.5 (Preuve de la propriété 1.7).
Montrer que si a et b sont deux nombres de D tels que a < b, si [ croissante sur D et si k < 0 alors kf(a) = kf(b).
Conclure.

EXERCICE 1.6. 1. Donner une décomposition de la fonction f définie par f(x) = (x—3)%+2 qui permette d’en déduire
son sens de variation sur I'intervalle ] —oo; 3] et décrire simplement comment obtenir la courbe représentative de
f apartir de celle d'une fonction de référence.

2. Mémes questions pour les fonctions suivantes :

’ f(x):%; ) f(x)zs_(xfl)Z; . f(x):l—xiz;
. f(x):(x+1)3—1, . f(.x):3+m; . f(x):—?)\/m.

EXERCICE 1.7.
On a représenté sur la figure de la présente page la courbe d’'une fonction f définie sur [-4; 4].
Tracer les courbes des fonctions suivantes :

s u=f+2; e v=—f; o w(x)=flx+2).

FIGURE 1.2 — Repere de 'exercice 1.7
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EXERCICE 1.8.
On areprésenté sur la figure 1.3 page suivante la courbe d’'une fonction f définie sur R. Y tracer les courbes des fonctions
suivantes :

e u=[-3; e v=2f; e w)=f(x-3);
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FIGURE 1.3 — Graphique de I'exercice 1.8
y
5__

EXERCICE 1.9.
Soient f et g les fonctions définies par :

2x+1 3x—-8 2x-9
e f0)= ; . g(x)= ; e h(x)= .
X x—-3 x—4

1. De quel type de fonction s’agit-il ?
2. Quels sont leurs ensembles de définition ?

3. Déterminer les réels a, b, c, d, e et f tels que, pour tout réel x :

°f(X)=a+g; ~g(x)=c+x;i3 -h(x)=e+%.

4. En déduire les tableaux de variations de ces fonctions.

5. Al'aide de transformations simples, tracer les courbes représentatives de ces fonctions a partir de la courbe de la
fonction inverse donnée ci-dessous.

FIGURE 1.4 — Graphique de 'exercice 1.9
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EXERCICE 1.10.
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x> —2x +4.

1. De quel type de fonction s’agit-il ?

2. Quel est son ensemble de définition?

3. (a) Montrer que, pour tout réel x, f(x) = (x— 1)2+3.
(b) En déduire le tableau des variations de f.

(c) Alaide de transformations simples, tracer la courbe représentative de f a partir de la courbe de la fonction
carrée donnée ci-dessous.

FIGURE 1.5 — Graphique de 'exercice 1.10

EXERCICE 1.11.
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = —2x> —4x+ 1.

1. De quel type de fonction s’agit-il ?

2. Quel est son ensemble de définition?

3. (a) Montrer que, pour tout réel x, f(x) = —2(x+1)% +3.
(b) En déduire le tableau des variations de f.

(c) Alaide de transformations simples, tracer la courbe représentative de f a partir de la courbe de la fonction
carrée donnée ci-dessous.

FIGURE 1.6 — Graphique de 'exercice 1.11




